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 سرد یشونده با هوا خنک نیدوجانه در روتور تورب سکیتنش د لیتحل
 

که به سبب  ، ایده نوینی استنیدر روتور تورب تک جانه یها سکید یجا دوجانه به یها سکیاستفاده از دچکیده: 

. کند یاز آن را فراهم م یناش یها کاهش سطح دما و تنش جهینت و در روتور یکار امکان خنک ،لازم یفضا جادیا

 زیرو بار گ سکیاز دوران د یاثر ناش ملشا یکیمکان یقرار دارد. بارگذار یو حرارت یکیمکان یها یتحت بارگذار سکید

بر  یو خارج یسطوح داخل نیموجود ب یحرارت راتییدر اثر تغ یحرارت یاست. بارگذار ها از دوران پره یاز مرکز ناش

از روش  تفادهبا اسابتدا شده است. در نظر گرفته رداریسرگصورت دو به سکید یمرز طیشده است. شرا اعمال سکید

 استخراج یا در حالت تنش صفحه تک جانهدوار  سکید کیروابط حاکم بر  یا صفحه تهیسیالاست یتئور یلیحل تحل

 لتحلیمورد  ملیگر-موشنکویت یبا استفاده از روش عدد یضخامت واقع لیپروف با نظر مورد سکیشده است. در ادامه د

کل ش یا پله یها با سوراخ سکید نیمناسب ا لیدوجانه با پروف سکید کیبه  دنیمنظور رس بهسپس است.  قرار گرفته

قبول  قابل نانیاطم بیجرم ممکن و ضر نیکمتر یگرفته و حالت دارا قرار یمختلف مورد بررس یحالت هندس 044در 

در  نانیاطم بیو بهبود ضر ها کاهش جرم، کاهش سطح تنش دهنده نشان لیحاصل از تحل جیتااست. ن به دست آمده

 .باشد یم نهیدوجانه به سکید کیاثر استفاده از 
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Stress analysis of twin web disk in cooled turbine 
rotor with cooling air  

 
Abstract:  Using twin web disks instead of single disks in turbine rotor is the new idea, which 

provides the necessary space for cooling and thus reducing the temperature level and the 

resulting stresses. The disk is subject to mechanical and thermal loading. Mechanical loading 

involves the effect of the disk rotation and the centrifugal load caused by the blade rotation at 

the external surface. Thermal loading is applied due to thermal changes between the internal 

and external surfaces on the disk. Disk boundary conditions are considered as dual-cantilever. 

Using the analytical solution method, the theory of elasticity of the plate is derived from the 

relations that govern the thickness of a rotating disk in a plane stress state. In the following, the 

disk was analysed under consideration the actual thickness profile using the Timoshenko-

Grameel’s numerical method. In order to reach a twin web disk with a proper profile, this disk 

is studied with stepped holes in 400 different geometrical modes, and the state with the lowest 

possible mass and acceptable reliability coefficient is obtained. The results of the analysis show 

the reduction of mass, reduction of stress levels and improvement of the coefficient of 

confidence through the use of an optimal twin web disk. 

 

Keywords:  Turbine, Cooled rotor, Twin Web Disk, Mechanical and thermal loads, Stress 

Analysis. 
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 مقدمه -1
 
 استحکام آن یینسبت به پاسخگو دیبا یا هر سازه یطراح یبرا

 لیحلتحت ت دیآگاه شد لذا مسئله با یمختلف بارگذار طیدر شرا
 یتنش و کرنش در بارگذار لیجمله تحل از یا مختلف سازه یها
 یدارا در موتور توربینی سکی. دردیمختلف قرار گ یها

 نیوربت ی)مساحت سطح حلقو 2ANدر پارامتر  ییها تیمحدود
 یکی نی[. همچن2بار است ] تی( و ظرفیدر مجذور سرعت دوران

وجه ت گاز مورد نیکه همواره توسط طراحان موتور تورب یاز مسائل
 شرانیپ یرویاز نسبت ن یبالاتر ریبه مقاد دنیرس رد،یگ یقرار م

 یحرارت یها جهت کاهش تنش یکار به راه دنیبه وزن و رس
بالاتر روتور  یدوران یها عتبه سر دنیاست؛ رس سکیوارد بر د

 نآ یرو یها روتور و پره سکید یبر رو شتریب یباعث بارگذار
 ه پرهب ازین زین انیجر شتریعلاوه بر آن سطح مقطع ب. شود می 

 یبر رو یبارگذار زیمسئله ن نیداشته که ا شتریبا سطح ب ییها
 لزمتدو مسئله مس نیخواهد کرد. برآورده کردن ا شتریرا ب ها پره
 یروتور است، که برا سکیسازه د یبارگذار تیظرف شیافزا
و استحکام  ها و پره سکیسازه د یدر طراح دیبه آن با دنیرس

 یبارگذار تیصورت داد، تا ظرف ییها یبهینه سازماده سازنده 
ه جمل از زین یگری. علاوه بر موارد فوق، موارد دابدی شیافزا ها آن

 تیدوره عمر مجاز قطعات سازنده، قابل شیکاهش وزن، افزا
منظور استفاده در  قطعات به یبرا نیگزیاستفاده از مواد جا

 یهستند که همواره برا یمختلف، از اهداف مهم یکاربردها
[. 1] رندیگمورد توجه طراحان قرار  دیجد یها ارتقاء سطح طرح

 کی یها سکید یدوجانه مناسب به جا سکیاستفاده از د دهیا
 اهداف گردد.  نیمنجر به برآورده ساختن ا تواند یمرسوم م تکه

با ساختار  سکید کیابتدا  1441و سارجنت در سال  رویکا
 ساختار یآزمون چرخش اعتبارسنج کیدادند و  شنهادیدوجانه پ

 لیتحل جینتا؛ [0دوجانه انجام دادند ] سکید کیبا استفاده از 
تر چرخش بالا تیظرف انگریدوجانه نما سکینشان داد که نمونه د

 طیو وزن کمتر تحت شرا 2ANپارامتر  شیواسطه افزا به
به بهینه سازی  1422لو و لی در سال . است کسانیاستحکام 

 [.0دیسک دوجانه تحت بار سنگین در موتور هوایی پرداختند ]
 سکیاستحکام ساختار د زیلبه آنا 1421در سال  ژیان انگی

 یقاتیتحق 1420ن و همکاران در سال ش[. ۵] دوجانه پرداخت
 دوجانه صورت سکیبه وزن در د شرانیپ یروینسبت ن نهیدر زم

 خنک یبه بررس 142۵در سال  گنجی و دوگونچی[. ۶دادند ]
 [.۷ند]پرداخت یوتنین ریغ الیس انیبا استفاده از جر سکید یکار

 یک روش بهینه سازی طرح چند رشته 142۵شی و شن در سال 
[. بر اساس 0ای را برای دیسک توربین تک جانه ارایه کردند ]

و ارزیابی مکانیکی، شکل دیسک  CFDتحلیل کوپل حرارتی، 
تک جانه تحت چهار قید تنش با استفاده از روش بهینه سازی 

با  1420سال و همکاران در  ویلیواسسطح پاسخ به دست آمد. 
ی پارامتری المان محدود به طراحی و تحلیل مدل سازاستفاده از 

ان پرداختند. آنها نش دوجانهچند نوع دیسک و یک نمونه بلیسک 
می  اجازه افزایش استحکام را دوجانهدادند که طراحی دیسک 

در  [. همچنین آنها۹شود ]می  دهد و منجر به کاهش وزن نیز
طرح  یبازده یو بررس لیتحل به روش ساخت، 1420سال 

 یبهینه ساز یروش ها از یبرخ  [.24]نددوجانه پرداخت سکید
توسط لانگ و همکاران در  نیتورب سکیبهبود عملکرد د یبرا

لاندانو و پائولینو در سال -و همچنین جیرالدو[ 22] 142۹سال 
ژیولی شن و همکاران در سال  .[21] اند شده شنهادیپ 1412
ای دیسک دوجانه [ به بهینه سازی چند رشته20] 142۹

 هسیدر مقا دیسک دوجانه اگرچهپرداختند. آنها نشان دادند که 
در کاهش وزن نشان  یکم تیمز ،شده نهیبه دیسک تک جانهبا 
خنک  پتانسیل دیجد نیتورب سکیبه عنوان د امادهد،  یم

  .ی داردمتقارن تر گیکنند

ی بهینه سازروش  کی 1412 در سالوانگ و همکاران 
 نیتورب سکیاز د یدیجد هیشکل اول در استخراجرا توپولوژی 

نظر  در گسیختگی سرعت قیدد که در آن دنکر شنهادیپ دوجانه
 ،1412 در سال همچنین آنها در تحقیقی دیگر .[20] گرفته شد

ارن متق یها سکید یتنش براقید با  کیالاست-روش ترمو کی
 دکردن شنهادیپ ،دیشد ترمومکانیکی کار طیتحت مح یمحور

ی روش ها با ترکیب 1411در سال  سونگ و همکاران[. 2۵]
ی توپولوژی و شکل به صورت تئوری یک دیسک بهینه ساز

  [.2۶توربین دوجانه را توسعه دادند ]
مورد در  ییها چالشبا وجود کارهای انجام شده همچنان 

ود قی تحت دوجانه نیتورب سکید نهیبه یکیتوپولوژ یمعمار
 یها دیسک یو نحوه طراح یکیترمومکانی ها طیمحچندگانه و 

 ییبا کارا ییهوا یدر موتورها ها آن شتریکاربرد ب یبرا دوجانه
تنش یک دیسک  لیپژوهش، تحل نیا یاصل هدفوجود دارد. بالا 

ی خنک ها به عنوان یک نوآوری در طراحی دیسک دوجانه
باشد. دیسک دوجانه تحت بارهای  میبا هوای سرد شونده 

مکانیکی و حرارتی قرار دارد. هندسه بهینه دیسک دوجانه شامل 
پروفیل خارجی دیسک و همچنین سوراخ داخلی که دیسک 

شود. تعمیم روابط تحلیل می  استخراج ،کند دوجانه را ایجاد می
دیسک تک جانه به دوجانه و بهینه سازی پروفیل دیسک دوجانه 

ی سازی دیسک هاتحلیل و بهینه وری این تحقیق است.جنبه نوآ
افزارهای تجاری  های پیشین، مبتنی بر نرمپژوهش دوجانه در

تحلیل سازه بوده که استفاده از آنها مستلزم استفاده از سیستم 
پردازش قوی و صرف زمان و در نهایت هزینه طراحی و تحلیل 

به  تحقیق مقرون بیشتر است. رهیافت تحلیلی ارایه شده در این
صرفه تر و به ویژه در مراحل طراحی و تحلیل اولیه دیسک که 

 بسیار پر تکرار است کاربردی تر می باشد.

 

  کیدر حالت ترموالاست سکیمعادلات حاکم بر د -۲
 

 یبالا دوران م یبا سرعت دوران نیموجود در روتور تورب سکید
ز از مرک زیگر یروین جادیبالا منجر به ا یسرعت دوران نی. اکند
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 یتحت بارگذار سکی. دگرددمی  یحجم یرویاز ن یناش ،بالا
قرار دارد  یخارج طیدر مح ها از دوران پره یاز مرکز ناش زیگر
 سطح یبار گسترده رو کیصورت  اثر به نیا یمدل سازدر  که

 انیتحت گراد سکید نی. همچنمی شودآن لحاظ  یخارج
قرار  یو خارج یاز اختلاف حرارت در سطوح داخل یناش یحرارت

 نیروتور موتور تورب سکید کی یق بررسیتحق نیدارد. موضوع ا
خنک جهت  ییتحمل بار بالا و دارا بودن مجرا تیگاز با ظرف

 یجامنظور به نرای ای. بباشدمی  سرد یهوا انیبا جر یکار
 یها سکید یبررسمعمول از  جامد توپر یها سکیاستفاده از د

دوجانه  سکید کیبرش خورده  ی. نماشودمی  استفادهدوجانه 
 است.  شدهدادهنشان  2در شکل

 

  
 [۹]در توربین فشار بالا  دیسک دوجانهنمای برش خورده  2شکل 

 
برای تحلیل تنش دیسک دوجانه، ابتدا معادلات حاکم بر 

 یاتیفرضدیسک تک جانه با ضخامت ثابت استخراج می شوند. 
مقدار  .گرفته می شوندبا ضخامت ثابت در نظر  سکید لیدر تحل

 ثابت فرض شده است. سکید یطول یضخامت، در سرتاسر راستا
ز شعاع اما ا یتنها تابع سکیمفروض وارد بر د یحرارت انیگراد

سازه،  هندسه در نظر گرفته شود. تواندمی  یهر تابع دلخواه
 یهمگ سکیشده بر داعمال یها یخواص و بارگذار عیتوز نحوه

ثابت  ای هیبا سرعت زاو سکیچرخش د است. یمتقارن محور
صورت به سکیحاکم بر د یمرز طیشرا فرض شده است.

 یدر سطح خارج سکید شده است.در نظر گرفته  رداریدوسرگ
قرار داشته و در سطح  ها از دوران پره یناش یتحت تنش شعاع

 .شود یبه آن وارد نم یشعاع یخارج یبارگذار گونه چیه یداخل
 شیبا گذر از سطح داخل به خارج رو به افزا سکید یدما انیگراد

 است.
 رهیو سطح مقطع دا یسوراخ محور کی یدارا سکید نیا

 یمرز طیلحاظ شرا بحث از مورد سکید نیشکل است. همچن ای
 کسید نیثابت است. ا یو ضخامت شعاع رداریطول دوسرگ یدارا

 کیالاست شده که در محدوده ساخته کیزوتروپیاز مواد همگن و ا
 یرتحرا انیو گراد یحجم ،یسطح یروهاین ریتحت تأث یخط

که چرخش  z یحول محور طول روهاین نیا یقرار داشته و همگ
بر سازه  یصورت متقارن محور به رد،یگمی  حول آن صورت

ال اعم یکه گفته شد، برا یطی. با توجه به شراگردندمی  اعمال
در نظر  1مطابق با شکل  سکیالمان از د کیتعادل ابتدا  طیشرا

 شده است. گرفته

 

 
 

 dz [2۷]به طول  سکیاز د یالمان یبر رو یبارگذار 1شکل 
 

بارگذاری وارد بر یک المان حجمی از دیسک  1کل مطابق ش

ح سطو ، که این المان بینشودمی  گرفتهدر نظر  𝑑𝑧به ضخامت 

𝜃و  𝜃قطری با مختصات  صفحهدو  بهو  قرارگرفته ۶و  ۵ + 𝑑𝜃 

𝑟و  𝑟ی ها است و دو دایره به شعاع 𝑑𝜃 ها بین آن که زاویه +

𝑑𝑟 ،است. این المان دارای ابعاد محدود در راستای  شده محدود

کوچک در امتداد دو  بینهایتو دارای ابعاد  است 𝑧محور طولی 

محور دیگر است. تعادل نیروهای اعمالی بر روی المان در راستای 

و در  𝐺عمود بر محور المان و گذرنده از مرکز ثقل  𝑂𝐴خط 

گرفته ، در نظر است 𝑂𝐴بر  عمود  𝐺درکه  𝐺𝐵راستای خط 

المان مفروض در حالت کلی تحت تأثیر دو نیروی . شودمی

یکی شوند. می  حجمی قرار دارد که در مرکز ثقل المان اعمال

 و ناشی از بارگذاری شده اعمالکه در راستای شعاعی  𝑑𝐹𝑐نیروی 

 دست به( 2) ی شعاعی و چرخش المان بوده و طبق رابطهها

که در راستای محیطی و عمود  𝑑𝐹𝑡است و دیگری نیروی  آمده

 ادایج ای وجود شتاب زاویه به سبببر راستای شعاعی بوده که 

، نیروی حجمی ای شود. با توجه به ثابت بودن سرعت زاویهمی 

  ست.ا شده گذاشتهمحیطی برابر با صفر بوده و از محاسبات کنار 

 ضخیم جدار دوار دیسک حرکت بر حاکم دیفرانسیل معادله

 عبارت( 2) رابطه فرم به ترمومکانیکی بارگذاری تحت مگنه

 :[2۷از ] است
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(2)  

𝑑2𝑢

𝑑𝑟2
+
𝑑𝑢

𝑟𝑑𝑟
−
𝑢

𝑟2
− 𝛼(1 + 𝜈) (

𝑑𝑇

𝑑𝑟
) +

(1 − 𝜈2)𝜌𝑟𝜔2

𝐸
= 0 

 

 د،شومی  شناخته نیز ناویر معادله تحت عنوان که( 2) معادله

 نهمگ غیر و غیرخطی دوم مرتبه دیفرانسیل معادله یک در واقع

 عددی، یروش ها نظیر مختلفی یروش ها به آن حل که بوده

( 2ل )دیفرانسی معادله .است انجام قابل  تحلیلی نیمه و تحلیلی

 ( قابل بازنویسی است:1) صورت رابطه به
 

 ردیگ طرف به دیفرانسیل معادله همگن غیر بخش انتقال با

 شده بازنویسی و مرتب( 0) رابطه صورت به( 1) رابطه تساوی

 :است

 برحسب دما توزیع برای دلخواه تابعی فرض با فوق معادله

 حل ترین کلی به رسیدن از اطمینان منظور به𝑇(𝑟)  شعاع

 دو اب حل برای است، شده گرفته نظر در مسئله این برای ممکن

 مطابق شعاعی جابجایی( 0) رابطه از درپیپی گیری انتگرال بار

 :گرددمی  محاسبه( 0) رابطه با
 

 2C و 1C و بوده دیسک داخلی شعاع با برابر a رابطه این در که

 مرزی شرایط از استفاده با و باشندمی  گیری انتگرال یها ثابت

 ،(0) هرابط از گیری مشتق با. آیندمی  دست به مسئله بر حاکم

 :است آمده دست به( ۵) رابطه
 

 بودن مشخص با گیریانتگرال یها ثابت است، بدیهی

 محاسبه قابل خارجی و داخلی سطوح در شعاعی تنش مقدار

 و( ۶) رابطه صورتبه دیسک بر حاکم شعاعی تنش است

 .است آمده دست به گیری انتگرال یها ثابت برحسب
 

(۶) 
𝜎𝑟 = S5 [

𝑆2(3 + 𝜈) + 𝑆1(𝜈 − 1) + 𝑆3 (1 −
𝜈

𝑟
) +

𝑆4(1 −
𝜈

𝑟
) + (1 + 𝜈)𝛼𝑇(𝑟)

] 

 

𝜎𝜃 = S5 [
𝑆2(1 + 3𝜈) + 𝑆1(1 − 𝜈) + 𝑆3(1 + 𝜈)

𝑆4(1− 𝜈) − (1 + 𝜈)𝛼𝑇(𝑟)
] 

 

 از: ند( عبارت۷طبق رابطه ) S5تا  S1در این رابطه پارامترهای 
 

(۷) 

𝑆1 =
𝛼(1 + 𝜈)

𝑟2
∫ 𝑟𝑇(𝑟) 𝑑𝑟
𝑟

𝑎

 

S2 =
𝜌𝑟2𝜔2(1 − 𝜈2)

8𝐸
 

𝑆3 =
𝐶1

2
    , S4 =

𝐶2

𝑟2
   ,  𝑆5 =

𝐸

(1−𝜈2)
 

 

گیری لازم است تا  ی انتگرالها برای به دست آوردن ثابت

 گردد. برای دیسک موردشرایط مرزی حاکم بر مسئله اعمال 

ی گسترده ها بررسی در سطح خارجی، استوانه تحت بارگذاری

صورت یکنواخت است و در  به ها شعاعی ناشی از چرخش پره

ردد، گ سطح داخلی نیرویی در راستای شعاعی به سازه اعمال نمی

ترین حالت پاسخ،  رسیدن به جامع ازحال برای اطمینان  این با

مسائل تحت تنش شعاعی غیر صفر در هر دو سطح که پاسخگوی 

 ، شرایطها داخلی و خارجی نیز باشد، برای به دست آوردن ثابت

 ( اعمال خواهد شد:0) مرزی موجود مطابق با رابطه
 

(0) 
@ 𝑟 = 𝑎 → 𝜎𝑟 = 𝑃𝑖 
@ 𝑟 = 𝑏 → 𝜎𝑟 = 𝑃𝑜 

 

به ترتیب برابر با مقادیر تنش شعاعی  Poو  Piکه در این رابطه، 

برابر با مقدار شعاع در سطح  bدر سطوح داخلی و خارجی است و 

 ی انتگرالها پس از اعمال شرایط مرزی، ثابت خارجی است.

 شده است: ( محاسبه۹گیری طبق رابطه )

(۹

) 

𝐶1

=

2

(

 𝑃𝑖 − 𝑆5(Φ𝑎
2 +

(𝑃𝑖 − 𝑃𝑜)𝑏
2

𝑆5
− Λ𝑏2 + Γ𝛼(1 + 𝜈)(𝜈 − 1)

𝑏2 − 𝑎2
)

)

 

Ψ𝑆5
 

𝐶2 =

(𝑃𝑖 − 𝑃𝑜)
𝑆5

− Φ(𝑎2 − 𝑏2) +
Γ𝛼
𝑏2
(1 + 𝜈)(𝜈 − 1)

Ψ(
𝑏2 − 𝑎2

𝑏2𝑎2
)

 

 

 ند( عبارت24طبق رابطه ) Ψو  Γ ،Φ ،Λدر این رابطه پارامترهای 

 از:

(24) 

Ψ = 1 −
𝜈

𝑎
 

Φ =
𝜌𝜔2(1 − 𝜈2)(3 + 𝜈)

8𝐸
 

Λ = Φ(𝑎2 − 𝑏2) 

Γ = ∫ 𝑟𝑇(𝑟) 𝑑𝑟
𝑏

𝑎

 
 

( ۶) ( در رابطه۹آمده رابطه )دست ی بهها با جایگذاری ثابت

یک دیسک چرخان توخالی همگن در حالت ی وارد بر ها تنش

ی اه محاسبه است. همچنین با جایگذاری ثابت سرگیردار قابل دو

C1  وC2 سادگی  ( جابجایی شعاعی به0) آمده در رابطه دست به

 محاسبه است. قابل

(۲) 
𝑑

𝑑𝑟
[
𝑑

𝑟𝑑𝑟
(𝑟𝑢)] − 𝛼(1 + 𝜈) (

𝑑𝑇

𝑑𝑟
) +

(1 − 𝜈2)𝜌𝑟𝜔2

𝐸
= 0 

 

(۳) 
𝑑

𝑑𝑟
[
𝑑

𝑟𝑑𝑟
(𝑟𝑢)] = 𝛼(1 + 𝜈) (

𝑑𝑇

𝑑𝑟
) −

(1 − 𝜈2)𝜌𝑟𝜔2

𝐸
 

 

(۴) 
𝑢 =

(1−𝜈2)𝜌𝑟3𝜔2

8𝐸
+
𝛼(𝜈 + 1)

𝑟
∫ 𝑟𝑇(𝑟)𝑑𝑟

𝑟

𝑎

+ 𝐶1
𝑟

2
+
𝐶2
𝑟

 
 

(۵) 

𝑑𝑢

𝑑𝑟
=
3(1−𝜈2)𝜌𝑟2𝜔2

8𝐸
+ 𝛼(1 + 𝜈)𝑇(𝑟) 

−
𝛼(1 + 𝜈)

𝑟2
∫𝑟𝑇(𝑟)𝑑𝑟

𝑟

𝑎

+
𝐶1
2
−
𝐶2
𝑟2
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بحث در  با توجه به تغییرات حرارتی پایدار دیسک مورد

ی که این توزیع ناشاینتمامی راستای طولی، همچنین با توجه به 

از اختلاف حرارت بین سطوح داخلی و خارجی دیسک و تابعی 

از تغییرات مختصات شعاعی است، برای محاسبه تابع توزیع 

 حاکم بر توزیع حرارت برای مسائل با متغیر یک حرارت از معادله

 ( استفاده22) صورت رابطه بعدی در سیستم مختصات قطبی به

 [.20شده است ]

(22) 
𝜕

𝑟𝜕𝑟
(𝑘𝑟

𝜕𝑇

𝜕𝑟
) = 0 

 

برابر با ضریب هدایت حرارتی ماده است. برای  kکه در این رابطه 

نتیجه محاسبه تابع توزیع  ( و در22حل معادله دیفرانسیل )

، شرایط مرزی برای دیسک دوار جدار ضخیم مدنظر T(r)حرارت 

 شود:می  ( در نظر گرفته21) صورت رابطهبه
 

(21) 
@ 𝑟 = 𝑎 → 𝑘

𝑑𝑇

𝑑𝑟
= ℎ𝑎(𝑇 − 𝑇𝑎) 

@ 𝑟 = 𝑏 →−𝑘
𝑑𝑇

𝑑𝑟
= ℎ𝑏(𝑇 − 𝑇𝑏) 

 

به ترتیب دمای سطوح داخلی و  𝑇𝑏و  𝑇𝑎(، 21) در رابطه
 ی انتقالها به ترتیب برابر با ثابت ℎ𝑏و  ℎ𝑎خارجی دیسک و 

حرارت جابجایی در سطوح داخلی و خارجی دیسک است. 
𝑟به ترتیب به سطوح داخلی  𝑏و  𝑎ی ها همچنین اندیس = 𝑎 

𝑟و خارجی  = 𝑏 دیسک اشاره دارد. با حل کلی معادله 
( و با در نظر گرفتن شرایط مرزی برای مواد 22دیفرانسیل )

( 20) (، تابع توزیع حرارت طبق رابطه21همگن طبق رابطه )
 آید:دست میبه

(20)  
 

𝑇(𝑟) = 𝑇1 ln(𝛽) + 𝑇2 

 ( به دست20) طبق رابطه 𝑇2و  𝑇1ی ها (، ثابت20) که در رابطه
 آیند:می 

(20) 

𝑇1 =
(𝑇𝑏 − 𝑇𝑎)

𝑘 (
1
𝑎ℎ𝑎

+
1
𝑏ℎ𝑏

) + ln (
𝑏
𝑎
)
 

𝑇2 =
𝑘 (

𝑇𝑏
𝑏ℎ𝑏

−
𝑇𝑎
𝑎ℎ𝑎

) + 𝑇𝑖 ln (
𝑏
𝑎
)

𝑘 (
1
𝑎ℎ𝑎

+
1
𝑏ℎ𝑏

) + ln (
𝑏
𝑎
)

 

 

 دست جدید به با جایگذاری تابع گرادیان حرارتی خاص  رابطه
 ( قابل بازنویسی است:2۵صورت رابطه ) آمده به

 

(2۵) 
𝑑2𝑢

𝑑𝑟2
+
𝑑𝑢

𝑟𝑑𝑟
−
𝑢

𝑟2
− 𝛼

(1 + 𝜈)𝑇1
𝑟(1 − 𝜈)

+
(1 + 𝜈)(1 − 2𝜈)𝜌𝑟𝜔2

𝐸(1 − 𝜈)
= 0 

 

تری از معادله حرکت ناویر دیسک  ( نوع ساده2۵رابطه )
مانند روش  دلخواه است، که به (20)تحت گرادیان حرارتی

شده برای حل این معادله مجدداً برای تابع حرارتی خاص استفاده 
سوی دیگر با جایگزینی تابع خاص حل است. از  شده قابل مطرح

و  ها جای تابع حرارت دلخواه تنش ( به20آمده ) دست به

ی استوانه مدنظر در حالت تحت گرادیان حرارتی ها جابجایی
 محاسبه است. خاص قابل

 

و قلاب  ها نیروهای گریز از مرکز ناشی از دوران پره -۳

 دارندهنگه
 

( 0محاسبه جرم دیسک مورد بررسی که هندسه در )شکل  برای

 .گرددمی  ( استفاده2۶شده است، از رابطه ) نشان داده
 

 
 

 نمای سه بعدی دیسک 0شکل

 

(2۶) 𝑚 = 𝜌 × 𝑉 → 𝜌 × ℎ(𝑟) × 𝜋 × (𝑏2 − 𝑎2) 
→ ℎ(𝑟) = ℎ = 𝑐𝑡𝑒 

 

برابر با تابع ضخامت دیسک و مقدار آن ثابت  h(r)در این رابطه 

دیسک در معرض نیروی گریز از مرکز برای  و برحسب متر است.

کننده پره به سطح ی متصلها و قلاب ها حاصل از دوران پره

طور جداگانه محاسبه و با  هریک از آثار به، خارجی دیسک

 ها یکدیگر جمع شده است. برای محاسبه بار ناشی از پره

( برابر است با 2۷) بارگذاری وارده بر سطح اعمالی طبق رابطه

[20:] 

(2۷)                             𝜎𝑟𝐵 =
𝐹𝑇𝑏
𝐴𝑏

=
𝑚𝑏𝑟𝑏𝜔

2 × 𝑁𝑏
2𝜋 × 𝑟𝑟 × 𝑡𝑏

 

 اه یب برابر با نیروی گریز از مرکز پرهبه ترت 𝐴𝑏و  𝐹𝑇𝑏ینجا ادر 

به  𝑁𝑏و  𝑚𝑏 ،𝑟𝑏 ،𝑡𝑏. است پره و مساحت مرکز سطح دوران

ترتیب برابر جرم یک پره، مختصات شعاعی پره، پهنای پره و 

تنش معادل ناشی از  𝜎𝑟𝐵. استی در حال دوران ها تعداد پره

جهت محاسبه تنش ناشی از نیروی گریز از  .است ها پرهدوران 

 (:20کننده پره به دیسک طبق رابطه )ی متصلها مرکز ریشه

(20) 𝜎𝑟𝑅 =
𝐹𝑟
𝐴𝑟
=
𝑚𝑟𝑟𝑟𝜔

2 × 𝑁𝑟
𝐴𝑟

 

𝑚𝑟، 𝑟𝑟 ،𝑁𝑟  و𝐴𝑟  به ترتیب برابر با جرم یک ریشه، مختصات

و سطح مقطع سطح تماس ریشه با  ها یشهرشعاعی ریشه، تعداد 

 .است ها یشهرتنش معادل ناشی از دوران  𝜎𝑟𝑅. استدیسک 
 

(2۹) B. C. =

{
 
 

 
 

𝑟 = 𝑎 → 𝜎𝑟 = 0 

𝑟 = 𝑏 → 𝜎𝑟 = 𝜎𝑟𝐵 + 𝜎𝑟𝑅 =
𝑚𝑏𝑟𝑏𝜔

2 × 𝑁𝑏
2𝜋 × 𝑟𝑟 × 𝑡𝑏

+
𝑚𝑟𝑟𝑟𝜔

2 × 𝑁𝑟
𝐴𝑟
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به ترتیب نماهای مربوط به ریشه  ۵و  0ی ها در شکل

 آمدهنظر  کننده پره به دیسک و پره متصل به دیسک موردمتصل

آمده با استفاده  دست است. مشخصات هندسی و تنش معادل به

شده  نشان داده 2( در جدول 2۹از شرایط مرزی طبق رابطه )

مشخص  1ترمومکانیکی وارد بر دیسک طبق جدول است. خواص 

 است. شده
 

 
 کننده پره به دیسکنمای سه بعدی ریشه متصل 0شکل 

 

 
 دیسک نمای سه بعدی پره ۵شکل 

 
 دارنده متصل به دیسکمشخصات هندسی پره و قلاب نگه 2جدول 

 

 پره ریشه کمیت هندسی

 ۷20اینکونل  ۷20اینکونل  جنس پره

 ۶-e0۵2۵/4 ۶-e۶0۶/۵ (3mحجم واحد )

 ۷۵ ۷۵ تعداد

 2۶144 2۶144 (rpmسرعت چرخش )

 ۶0۶/1 0/12 (KNنیروی گریز از مرکز )

 ۷/2۹۷ 2۶4۵ (KNنیروی گریز از مرکز کل )

 440/4 4۵/4 (Kgجرم واحد )

 4۹/2۵ ۵1/211 (Mpaتنش معادل )

 4 4 (Mpaتنش معادل سطح داخلی )

 ۶2/20۷ ۶2/20۷ (Mpa) تنش معادل سطح خارجی

 
 مشخصات ترمودینامیکی دیسک ضخامت ثابتجنس و  1جدول 

 

 مشخصات مکانیکیجنس و 

 Inconel 718 جنس ماده

 مشخصه
سطح 

 داخلی

سطح 

 خارجی

 2۵4  ۵44 (C°حرارت )

 4 ۶2/20۷ (Mpaتنش شعاعی )

 00۵/01 0۹/224 (mm) شعاع

 122 (Gpaمدول الاستیسیته یانگ )

 02۹4 (Kg/𝑚3چگالی )

 2۶144 (rpm) ای سرعت زاویه

 ۶-e0/21 (C°/1ضریب انبساط حرارتی )

 10/4 ضریب پواسون

 240۶ (Mpaحد تسلیم الاستیک )

در ( Mpaحد تسلیم الاستیک )

 C۵44°دمای 
0/۹01 

 ۶2/2۶ (mm) ضخامت دیسک

 

 دیسک ضخامت ثابت تحلیل -۴
 

 یاه پره و دیسک ترمومکانیکی و هندسی مشخصات به توجه با

 نمودارهای شد، پرداخته آن به 1 و 2 جداول در که آن، به متصل

 ثابت ضخامت حالت در همگن مفروض دیسک برای تنش توزیع

 از یک هر برای. است آمده دست به 24تا  ۶ی ها شکل با مطابق

 تغییرات نمودار شده، محاسبه اطمینان ضریب و تنش حالات

 شکل تمامی و شکل این در. است شده محاسبه شعاع برحسب

 شعاعی مختصات دهنده نشان افقی محور 24 شکل تا بعد یها

 .است خارجی سطح تا داخلی سطح از آن تغییرات بازه و

 از همگن توربین دیسک شعاعی تنش توزیع نمودار ۶شکل  در

 این در که طور همان. است شده داده نشان ۷20اینکونل  جنس

 داخلی شعاع از شعاعی راستای در حرکت با است، مشخص شکل

 شده جادای تنش با برابر تنشی تا صفر از تنش افزایش خارجی به

 مشاهده خارجی سطح در ها پره دوران از حاصل معادل بار اثر در

 میلی ۶4 سطح در شعاعی تنش میزان بیشینه بنابراین. است شده

 تطابق. است پاسکال مگا 044 با برابر و افتدمی  اتفاق متری

 مرزی، شرایط مقادیر با خارجی و داخلی سطوح در تنش مقادیر

 . است ترسیمی نمودار نتایج صحت دهنده نشان نوعیبه

 نهمگ توربین دیسک محیطی تنش توزیع نمودار ۷شکل  در

 در ابتدا ها تنش. است شده داده نشان ۷20اینکونل  جنس از

 می فشاری ناحیه وارد دیسک خارجی سطح در و کششی ناحیه

 شتن نوع این مقدار خارجی سطح به داخلی سطح از گذر با. شود

 و یداخل سطوح بین تفاوت این که است یافته کاهش دیسک در

 حسط است واضح عبارتی به است، برابر پنج به نزدیک خارجی

 سوی از. است بحرانی محیطی، یها تنش نظر نقطه از داخلی

 نشت بحرانی مؤلفه تنش محیطی یها مؤلفه است بدیهی دیگر

 یاربس تغییراتی محدوده در شعاعی یها تنش با قیاس در و بوده

 یطیمح تنش بیشینه که ای گونهبه ،اند قرارگرفته تریوسیع
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 نقش تنش این لذا است، شعاعی تنش بیشینه برابر سه از بیش

 . کندمی  ایفا سازه طراحی در را مهمی بسیار

 همگن توربین دیسک معادل تنش توزیع نمودار 0شکل  در

 یها تنش همچون. است شده داده نشان ۷20اینکونل  جنس از

 رد حرکت با نیز معادل تنش تغییرات و محیطی شعاعی، اصلی

 کمترین. دارد افزایش سپس و کاهشی روندی شعاعی راستای

 افتاده اتفاق شعاعی مختصات متری میلی ۹0 در ها تنش سطح

 ۹ شکل در. است افتاده اتفاق داخلی سطح در تنش بیشینه و

 نتوربی دیسک معادل و محیطی شعاعی، یها تنش توزیع نمودار

 مشخص. است شده داده نشان ۷20اینکونل  جنس از همگن

 میلی ۷4 شعاع تا داخلی سطح از محیطی یها تنش سطح است

 اب مختصات این از بعد و بوده تنش شعاعی مؤلفه از بیش متری

 هب نسبت شعاعی تنش خارجی، سطح به داخلی سطح از حرکت

 یهناح وارد تدریجه ب محیطی تنش و رفته فراتر محیطی تنش

 اطمینان ضریب توزیع نمودار 24شکل  در. است شده فشاری

 شده داده نشان ۷20اینکونل  جنس از همگن توربین دیسک

 قرار و بالاتر استحکام از برخورداری وجود با داخلی سطح؛ است

 هب گذر با و بوده بحرانی سطح کمتر حرارت معرض در گرفتن

 دبای اینجا در. است افزایش به رو اطمینان ضریب خارجی سطح

 یناش مرکز از گریز بار تحت حرارت بر علاوه سازه که شد متذکر

می  نیز خارجی اتصالات دوران از ناشی معادل بار و وزن اثر از

 داخلی سطح شدن بحرانی به منجر آثار این مجموع در که. باشد

 .است گردیده

 

 
 

توزیع تنش شعاعی دیسک توربین مفروض با پروفیل  ۶شکل 
 ضخامت ثابت

 

 
 

توزیع تنش محیطی دیسک توربین مفروض با پروفیل  ۷شکل 
 ضخامت ثابت

 

 
 

توزیع تنش معادل دیسک توربین مفروض با پروفیل ضخامت  0شکل 
 ثابت

 

 
 

توربین مفروض با پروفیل ضخامت  ی دیسکها توزیع تنش ۹شکل 
 ثابت
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 با پروفیل توزیع ضریب اطمینان دیسک توربین مفروض 24شکل 
 ضخامت ثابت

 

دیسک ضخامت دلخواه با استفاده از تئوری  تحلیل-5

 گریمل-تیموشنکو
 

 وپر،ت یها دیسک تحلیل به قادر را طراح گریمل-تیموشنکو روش

 ثابت، ضخامت نظیر ضخامت، یها پروفیل انواع با و حلقوی

 روش این. کندمی  خاص یها هندسه و مخروطی هذلولی، خطی،

 سکدی تقسیم اساس بر است، محدود المان روش یک نوعی به که

 هب ثابت ضخامت حلقوی یها دیسک تعدادی به دلخواه ضخامت

 ها دیسک سازی،ساده منظوربه. گیردمی  صورت پیوسته هم

. تاس شده تقسیم ثابت ضخامت با جزئی یها دیسک به همواره

 تثاب ضخامت دیسک چند جایه ب توانمی  تئوری این در البته

 یزن هذلولی یا و خطی ضخامت پروفیل با متصل دیسک چند از

 یها دیسک به اصلی دیسک بندی تقسیم در. کرد استفاده

 دارای دهش سازی گسسته پروفیل با واقعی پیوسته پروفیل جزئی،

 جهتو باید و گرددمی  جایگزین معادل ثابت ضخامت یها قسمت

 یها پروفیل برای نتایج اعتبار و صحت از اطمینان جهت داشت

 ار ها دیسک تعداد ناگهانی، و زیاد ضخامت تغییرات با دیسک

 ظرن در ترکوچک را ها بندیتقسیم دیگرعبارت به یا و افزایش

 ثابت ضخامت دیسک حلقه هر در موجود تنش تحلیل. گرفت

 :از است عبارت

(14) 
𝜎𝑟 = S5 [

𝑆2(3 + 𝜈) + 𝑆1(𝜈 − 1) + 𝑆3 (1 −
𝜈

𝑟
) +

𝑆4 (1 −
𝜈

𝑟
) + (1 + 𝜈)𝛼𝑇(𝑟)

] 

 𝜎𝜃 = S5 [
𝑆2(1 + 3𝜈) + 𝑆1(1 − 𝜈) + 𝑆3(1 + 𝜈)

𝑆4(1 − 𝜈) − (1 + 𝜈)𝛼𝑇(𝑟)
] 

 

ی شعاعی و محیطی در ها بدیهی است که اگر مقادیر تنش

؛ ندا ی شدهبند میتقسی که جزئی حلقوی ها هر نقطه از دیسک

 𝐶2و  𝐶1ی ریگانتگرالی ها امکان تعیین ثابتمشخص باشد، 

شود،  می ی که تنش مربوط به آن نقطه شناختهجزئبرای دیسک 

 :توان نوشتمی  [24] گریمل روش با مطابق بنابراینوجود دارد. 
 

(12) 
𝑠 = 𝜎𝑟 + 𝐶1𝑟

2 
𝑡 = 𝜎𝜃 + 𝐶2𝑟

2 
 

ی مشخص جزئ 𝑟 در هر شعاع 𝜎𝜃و  𝜎𝑟با فرض اینکه مقادیر 

 :باشد

(11) 
𝐴 =

1

2
(𝑡 + 𝑠) 

𝐵 =
1

2
(𝑡 − 𝑠)𝑟2 

 

ی جزئی مشابه با روابط ها سکیدی ها تنشدر این روش 

ی است اما تفاوت در این است بررس قابلدیسک ضخامت ثابت 

و برای رسیدن به نتایج به د تکه ککه در دیسک ضخامت ثابت ی

ی شعاعی سطوح ها تنششرط مرزی نیاز بود که با معلوم بودن 

نش توزیع ت جهینت دری و ریگ انتگرالی ها ثابتداخلی و خارجی 

اما در دیسک جزئی در  می باشد محاسبهقابلدر راستای دیسک 

مجهول  ها سکیدی شعاعی و محیطی در فصل مشترک ها تنش

ی شعاعی در لبه داخلی اولین دیسک حلقوی ها است. اگر تنش

 𝑛ی )دیسک جزئی ها دیسک ی و در لبه خارجی از آخرینجزئ

 2𝑛 مجموع دری شده، معلوم باشند، بند میتقسام( برای دیسک 

𝑛 گرید عبارت بهیا  وجود داردمجهول  −  درتنش شعاعی  1

𝑛ی با ضخامت مختلف و جزئی ها محل اتصال دیسک + تنش  1

و همچنین در لبه داخلی از اولین  ها محیطی در فصل مشترک

 دری و لبه خارجی از آخرین دیسک مجهول هستند. جزئدیسک 

𝑛که  نوشتمعادله  2𝑛توان می  مجموع − ، ها معادله از آن 1

 کننده یکسان بودن جابجایی معادلات سازگاری است که بیان

𝑛 ؛مشترک است هر فصل هر سمتی شعاعی در ها + از  1

برقرار است، روی  𝜎𝑟ℎعبارت ثابت  ها معادلات تعادل که در آن

هر فصل مشترک ثابت بوده و شامل اولین و آخرین فصل مشترک 

  .شودمی  هم

مجهول، روش اصلی  2𝑛معادله  2𝑛ی نوشتن سیستم جا به

گریمل پیشنهاد شده و در مراحل بعدی، شروع -تیموشنکو

ی یا لبه خارجی آخرین جزئمحاسبات از لبه داخلی اولین دیسک 

معلوم و یک مقدار  𝜎𝑟در آن مقدار تنش ی است که جزئدیسک 

لازم به شده است.  فرض 𝜎𝜃نیز برای تنش مجهول  𝜎𝜃0تجربی 

ی جزئضخامت در شعاع داخلی اولین دیسک  که آنجا ازذکر است 

تر است  متفاوت از شعاع داخلی در پروفیل واقعی است، دقیق

توسط  مطابق شرایط در مرز داخلی باید 𝜎𝑟0 اشاره شود مقدار

 شده حیتصح ℎ∆( جهت اعمال تغییر ضخامت 11)اولین روابط 

 باشد.

(10) 
ℎ̅ = ℎ + ∆ℎ 



 نشریه مهندسی مکانیک                              ترحمی                                                                                                                      و  یاریشهر
 

02 

 

𝜎𝑟̅̅ ̅ = 𝜎𝑟 + ∆𝜎𝑟 
𝜎𝜃̅̅ ̅ = 𝜎𝜃 + ∆𝜎𝜃 

 

 در محیطی و شعاعی یها تنش و ضخامت ترتیب بدین

 بین مشترک فصل در. شودمی  حاصل بعدی جزئی دیسک

 باید طول واحد در شعاعی نیروهای متصل، جزئی یها دیسک

 وجود این با. باشد برقرار است، تعادل معادلات در آنچه معادل

 معادلات مطابق باید مشترک فصل دو شعاعی یها جابجایی

  :بنابراین باشد، سازگاری

(10) 
𝜎𝑟ℎ = 𝜎𝑟̅̅ ̅ℎ̅ 

𝑢 = 𝑟ɛ𝜃 =
𝑟

𝐸
(𝜎𝜃 − 𝜈𝜎𝑟) =

𝑟

𝐸
(𝜎𝜃̅̅ ̅ − 𝜈𝜎𝑟̅̅ ̅) 

 

 (1۵روابط ) ،(10( در روابط )10با جایگزین کردن روابط )

 شود:می  حاصل

(1۵) 
∆𝜎𝑟 = −𝜎𝑟

∆ℎ

ℎ + ∆ℎ
 

∆𝜎𝜃 = 𝜈∆𝜎𝑟 
 

بدون تغییر در انتقال از یک  𝐶2و  𝐶1نتایج  که آنجا ازاما 

ی به دیسک بعدی در راستای شعاع؛ معادل است، جزئدیسک 

 دهد:می  ( نتیجه1۶رابطه )

(1۶) 
𝛥𝑠 = ∆𝜎𝑟 
𝛥𝑡 = ∆𝜎𝜃 

 

در شعاع  شده محاسبه 𝜎𝜃و  𝜎𝑟های اضافه کردن تنش

 𝜎𝜃و  𝜎𝑟ی ها (، تنش1۵)ی به روابط جزئخارجی اولین دیسک 

دهد. سپس این می  یجزئرا در شعاع داخلی دومین دیسک 

روش دیسک به دیسک ادامه یافته تا آنجا که به شعاع خارجی 

توان کنترل . در این مرحله میرسیده شودی جزئآخرین دیسک 

که ابتدا فرض شده بود، درست است  𝜎𝜃0که مقدار تجربی  کرد

 𝜎𝑟درست باشد، تنش  𝜎𝜃0اتفاقی مقدار  صورتبهیا نه. اگر 

ی مقدار معلوم جزئدر شعاع خارجی آخرین دیسک  شده حاصل

 تر مشتق شده از شرایط مرزی در آن شعاع خواهد بود، که دقیق

 بهی جزئاست زیرا ضخامت در شعاع خارجی آخرین دیسک 

تفاوت از ضخامت خارجی پروفیل واقعی است. تنش ی مطورکل

 به( 10صلاحی با استفاده از اولین رابطه )ا 𝜎𝑟 محاسبه شده

مطابق شرایط مرزی  𝜎𝑟 باید تنش ℎ∆تغییر ضخامت  منظور

بسیار بعید  وجود نیا با واقع درجایگزین شود.  𝜎𝑟𝑏خارجی با 

 فرض شیپ عنوان به شده دادهنسبت  𝜎𝜃0است که مقدار تجربی 

 دهداصحیح باشد و تنش شعاعی در لبه خارجی متفاوت از مقدار 

 در شرایط مرزی است. شده

 فرض ابتدایی صحیح باشد حل مسئله به پایان که یصورت در

فرض  مجدداًاشتباه بودن فرض اولیه  در صورت، اما رسدمی 

و معادل با اولین  𝜎𝜃0تنش محیطی دوباره در لبه خارجی برابر 

 آن به یک سیستم از تنش موجب بهتکرار فرض شده است، که 

𝜎𝑟 یها
𝜎𝜃 و ′

رسید.  می توانمطلوب است،  آنچه ازکه متفاوت  ′

با شروع شرایط جدید و تکرار محاسبه قبلی، یک سیستم جدید 

𝜎𝑟ی ها از تنش
𝜎𝜃و  ′′

شرایط  ها تنش. که این به دست می آید ′′

ی متناسب با ها و تعادل را ارضا کرده و همراه تنشسازگاری 

وضعیت تنش  وجود نیا بادر همه نقاط است.  𝜎𝜃0مقدار اولیه 

یک ترکیب خطی از دو وضعیت تنش  عنوان بهتواند می  مطلوب

کننده شرایط تعادل و سازگاری است، حاصل شود. با در  که ارضا

ها  ینیازمند قبلاًکه  محاسبه شدهنظر گرفتن دو وضعیت تنش 

 :است شدهانیب (1۷با رابطه )عمال کرده، تنش مطلوب را ا
 

(1۷) 
𝜎𝑟 = 𝜎𝑟

′ + 𝐾𝜎𝑟
′′ 

𝜎𝜃 = 𝜎𝜃
′ + 𝐾𝜎𝜃

′′ 
 

کند، می  را ایجاد 𝐾اولین رابطه امکان محاسبه ثابت 

باید در لبه خارجی در نظر  (10رابطه )همچنین شرایط مرزی 

 شده نییتعدارای مقدار از پیش  𝐾ثابت  کهیوقت شود. گرفته

تواند با استفاده از می  است، وضعیت تنش در سرتاسر دیسک

 ( محاسبه شود.10روابط )

(10) 𝜎𝑟𝑏 = 𝜎𝑟𝑏
′ + 𝐾𝜎𝑟𝑏

′′  
 

ی ضخامت ها سکید( نمایی از المان گیری 22در شکل )

 شده دادهی مسئله ضخامت دلخواه نشان مدل سازثابت برای 

سعی  صورت بهو  𝐾بدون محاسبه ثابت  توانمی  است. از طرفی

صحیح که منجر به رسیدن  𝜎𝜃0و خطاهای طولانی مقدار اولیه 

 رددگمی  به تنش شعاعی مشابه با شرایط مرزی در سطح خارجی

 آورد. به دستنظر را مورد را حدس زده و حالات تنش دیسک 
 

 
 

یک  ی ضخامت ثابت درها نمایی از المان گیری دیسک 22شکل 
 [2۷دیسک ضخامت دلخواه ]

 

و مقایسه نتایج حالت  تر قیدقتحلیل  منظور بهدر ادامه 

واقعی به نسبت حالت ضخامت ثابت و بررسی میزان خطای ناشی 

 میی بررسپروفیل واقعی هندسه واقعی دیسک  ،سازی از ساده

ت و ی شده اسسیکد نومتلب  افزار نرم. تئوری با استفاده از شود

با توجه به عددی بودن تئوری حل جهت اطمینان از صحت نتایج 

یک هندسه خاص فرضی ضخامت ثابت با استفاده  آمده دست به
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 وردمجداگانه  طور بهگریمل -از روش دقیق و تئوری تیموشنکو

تا  21ی ها شکلکه در  ها تنشاست. نتایج  گرفته قراری بررس

 یها تنشنتایج ناشی از  بیترت بهاست  شده دادهنشان  20

شعاعی، محیطی و ضریب اطمینان با استفاده از حل دقیق و 

در  هشد یبررس. هندسه مسئله استگریمل -تئوری تیموشنکو

درصد  244است. نتایج حاکی از تطابق  شده دادهنشان  0جدول

 .باشدمی  با روش حل دقیق و صحت آن استفاده موردتئوری 
 

 دیسک برای صحت سنجی هندسی و مکانیکیمشخصات  0جدول 
 

 سطح خارجی سطح داخلی مشخصه

 14 1۵ (C°حرارت )

 4 4 (Mpaتنش شعاعی )

 ۵44 ۷44 (mmشعاع)

 124 (Gpaمدول الاستیسیته یانگ )

 ۷044 (Kg/𝑚3چگالی )

 1444 (rpm) ای سرعت زاویه

 21-e1 (C°/1ضریب انبساط حرارتی )

 0/4 ضریب پواسون

 ۶2/2۶ (mm) دیسکضخامت 

 

 
 

 

ی اه توزیع تنش شعاعی مسئله فرضی با استفاده از نظریه 21شکل 
 گریمل-دقیق و تیموشنکو

 

 
 

ی اه توزیع تنش محیطی مسئله فرضی با استفاده از نظریه 20 شکل
 گریمل-دقیق و تیموشنکو

 

 
 

ی ها توزیع تنش معادل مسئله فرضی با استفاده از نظریه 20 شکل
 گریمل-تیموشنکودقیق و 

 

با توجه به بررسی مسئله فرضی با استفاده از تئوری 

 آمده دست بهصحت و اعتبار نتایج  تطابقگریمل و -تیموشنکو

با حل دقیق در ادامه با استفاده از تئوری تشریح شده هندسه 

است. در )شکل  قرارگرفتهی بررس موردحقیقی دیسک مدنظر 

خامت هندسه حقیقی دیسک ( نمایی از پروفیل تغییرات ض2۵

 است. شده دادهتوربین مفروض نشان 

 

 
 دیسک مفروض با پروفیل ضخامت حقیقی 2۵شکل 
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یسی پروفیل حقیقی با استفاده از کد نوپس از تحلیل و 

 ی دیسکها تنشگریمل نمودارهای توزیع -تئوری تیموشنکو

 2۶است. در  شده دادهنشان  2۹تا  2۶ی ها شکل مفروض در

 نمودار توزیع تنش شعاعی دیسک توربین همگن از جنس

طور که در است. همان آمدهبرای پروفیل حقیقی  ۷20اینکونل 

این شکل مشخص است، همچون هندسه ضخامت ثابت روند 

 اطربه ختغییرات تنش شعاعی افزایش و سپس کاهشی است اما 

یر در حال تغی مرتباً ها تنشتغییرات پیوسته و شدید ضخامت، 

تغییرات از سطح داخلی به سطح خارجی از صفر تا  مجدداًبوده 

شده در اثر بار معادل حاصل از دوران  یجاداتنشی برابر با تنش 

است. بنابراین بیشینه  شده مشاهدهدر سطح خارجی  ها پره

افتد و می  متری اتفاق یلیم ۷4میزان تنش شعاعی در سطح 

. لازم به ذکر است تطابق مقادیر است لمگا پاسکا ۷44برابر با 

ی نوع بهتنش در سطوح داخلی و خارجی با مقادیر شرایط مرزی، 

 2۷ شکلصحت نتایج گراف ترسیمی است. در  دهنده نشان

 ۷20اینکونل  نمودار توزیع تنش محیطی دیسک همگن از جنس

است. نحوه تغییرات  شده دادهبرای پروفیل حقیقی آن نشان 

در سطوح داخلی و خارجی بسیار نزدیک به  ها تنشز تنش و با

 یبنشو فراز و  ها تفاوترفتار هندسه با ضخامت ثابت است و 

 شکل. در استناشی از تغییرات پروفیل ضخامت  ها تنشی ها

 نمودار توزیع تنش معادل دیسک توربین همگن از جنس 20

است. سطح داخلی  آمدهبرای پروفیل حقیقی آن  ۷20اینکونل 

 لشکدارای بیشینه میزان تنش معادل و سطح بحرانی است. در 

ی شعاع، محیطی و معادل دیسک ها تنشنمودار توزیع  2۹

برای پروفیل حقیقی آن  ۷20اینکونل  توربین همگن از جنس

وح در سط ها تنشاست. نحوه تغییرات تنش و باز  شده دادهنشان 

بسیار نزدیک به رفتار هندسه با داخلی و خارجی در اینجا نیز 

ی ناش ها تنشی ها یبنشو فراز و  ها تفاوتضخامت ثابت است و 

نمودار توزیع  14شکل . در استاز تغییرات پروفیل ضخامت 

 ۷20اینکونل  ضریب اطمینان دیسک توربین همگن از جنس

است. در اینجا نیز بار  شده دادهبرای پروفیل حقیقی آن نشان 

ترین سطح، سطح داخلی  یبحرانتوان مشاهده کرد، می  دیگر

بسیار  2/2برابر با  آمده دست بهبوده و ضریب اطمینان بحرانی 

برای ضخامت ثابت بوده است.  شده استخراجنزدیک به مقدار 

 شده دادهنشان   12شکل شده در یبررسپروفیل هندسی دیسک 

 است.

 

 
 

مفروض با پروفیل  توزیع تنش شعاعی دیسک توربین 2۶ شکل
 ضخامت حقیقی

 

 
 

توزیع تنش محیطی دیسک توربین مفروض با پروفیل  2۷ شکل
 ضخامت حقیقی

 

 
 

معادل دیسک توربین مفروض با پروفیل  تنشتوزیع  20 شکل
 ضخامت حقیقی



 2042 اردیبهشتو  فروردین، یکمشماره سال سی و یکم،              نشریه مهندسی مکانیک                                                                                      
 

00 

 

 
 

ی دیسک توربین مفروض با پروفیل ضخامت ها تنشتوزیع  2۹ شکل
 حقیقی
 

 
 

دیسک توربین مفروض با پروفیل  توزیع ضریب اطمینان 14شکل 
 ضخامت حقیقی

 

 
 

 پروفیل ضخامت دیسک توربین مفروض 12 شکل

 

 دو حالتدر  شده استخراجی ها تنشی از بررسی طورکل به

توان می  و دقیق با یکدیگر شده سادههندسه ضخامت ثابت 

ی ها یانگرادی شده از ساز سادهبرداشت کرد هرچه هندسه 

کرده باشد اختلاف بیشتری در سطح  نظر صرفضخامت بیشتر 

یر این پارامتر در تأثی شعاعی مشاهده خواهد شد ولی ها تنش

ی هندسه به یک هندسه ساز معادلتنش محیطی کمتر است. لذا 

ضخامت ثابت گرچه منجر به ایجاد خطاهایی در نتایج نسبت به 

 کند ومی  تر سادهپروفیل دقیق خواهد شد اما از طرفی حل را 

ی م محاسبه شدهنزدیکی و تقارب مناسب محدوده نتایج  به علت

ه ی اولیه استفادها یبررسی مقدماتی و ها یلتحلتوان از آن برای 

 ی برقرار خواهد بود.خوبکرد و نتایج حاصله از دقت 

 

 تحلیل دیسک دوجانه-۶

 
 یک اب ابتدایی تحلیل منظور به دوجانه، دیسک یک تحلیل در

 سوراخ بر علاوه که بوده مواجه مرکزی سوراخ با حلقوی دیسک

 و بوده محوری متقارن صورت به افقی سوراخ یک دارای محوری

 قرار یکسان بارگذاری معرض در دیسک محوری سمت دو هر

 ربراب دهندهتشکیل ماده خواص و یکسان هندسه دارای و گرفته

 دیسک ایده طرح یک از ای ساده نمای 11 شکل در. باشدمی 

 .است شده داده نشان دوجانه

شده،  برای تحلیل این نوع دیسک با توجه به فرضیات اشاره

با توجه به وجود تقارن محوری و افقی دیسک نسبت به محور 

قائم برای تحلیل یک سمت سازه را تحت اثر نیمی از بارگذاری 

کل )بارگذاری وارد بر همان سمت( در نظر گرفته و به تحلیل آن 

شود. برای تحلیل این نوع دیسک با پروفیل های غیر میاقدام 

یکنواخت به استفاده از تئوری برای حل دیسک های با ضخامت 

دلخواه نیاز است. اما با توجه به این که هدف انتخاب بهترین 

پروفیل با حداقل جرم و بیشترین ایجاد فضا جهت خنک کاری 

با استفاده از تحمل جهت ایده دیسک دوجانه و تنش های قابل 

 است که گریمل ایده ای-روش شمارشی است و ایده تیموشنکو

با حدس اولیه مقدار تنش محیطی لایه نخست و سپس سعی و 

ر بخطا به پاسخ مطلوب می رسد و برخلاف سادگی روابط زمان 

است. لذا برای تحلیل های چندین حالت متنوع دیسک دوجانه 

ت که این روش برخلاف دشوار شده اساز تئوری مانسون استفاده 

 تحلیلی است که به سعی و خطا نیاز ندارد. ،نویسیبودن برنامه 
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 نمایی ساده از ایده دیسک دوجانه  11شکل 

 

 تحالا وضعیت تعیین منظور به مانسون محدود تفاضل روش

 با محوری متقارن چرخان یها دیسک الاستیک میدان در تنش

 نگرادیا معرض در که ثابت غیر و رایج غیر ضخامت یها پروفیل

 عددی روش یک روش، این. شودمی  استفاده دارند، قرار دما

 تعادل و سازگاری دیفرانسیل معادلات جایگزینی پایه بر که است

 روش این. است استوار آن با مرتبط محدود تفاضل معادلات با

 عاعش امتداد در شده ایجاد تغییرات با مسائل یمدل ساز قابلیت

 نسبت الاستیک، مدول دما، در تغییرات دیسک، ضخامت در

 [.۹] ستا دارا را حرارتی انبساط ضریب و ماده چگالی پواسون،

 معادله و تعادل معادله دو زمان هم باید مسئله حل منظور به

 برای. شد خواهد بررسی خواص به منحصر فرم در را سازگاری

 و الاستیک خواص که محوری متقارن ایزوتروپیک مواد

می ( 1۹) رابطه طبق است، متغیر شعاع با تنها آن ترموفیزیک

 :توان نوشت

(1۹) 
𝑑

𝑑𝜌
(𝜎𝑟𝜌ℎ) − 𝜎𝜃ℎ + 𝛾𝜔

2𝑟𝑒
2𝜌2ℎ = 0 

 

ضخامت  ℎشعاع خارجی دیسک مدنظر،  𝑟𝑒که در این رابطه 

نسبت شعاع به شعاع خارجی است. با تقسیم دیسک  𝜌دیسک و 

دیسک گسسته با ضخامت ثابت،  𝑛پیوسته با ضخامت دلخواه به 

(𝑛+1)  مقدار مختصات شعاعی با شروع از شعاع داخلی𝑟0  تا

. طبق روش تفاضل محدود با شودمی  اعمال 𝑟𝑛 شعاع خارجی

 ی در قسمتی از شعاعکل ریمتغو تعیین یک  𝑦(𝜌)گرفتن  در نظر

𝑟𝑖−1  به شعاع𝑟𝑖،  نسبت افزایشی

(𝑦𝑖 − 𝑦𝑖−1) (𝜌𝑖 − 𝜌𝑖−1)⁄  برای مشتق𝑑𝑦 𝑑𝜌⁄  در

معادلات فوق جایگزین شده یا در این معادلات مقدار میانگین 

(𝑦𝑖 + 𝑦𝑖−1) با اندازه یکسان جایگزین  𝑦برای مقدار محلی  ⁄2

صورت ی گسسته به ها معادله مربوط به دیسک 𝑛شده است. 

 شود:می  حاصل (04رابطه )

(04) 

𝜎𝑟𝑖𝜌𝑖ℎ𝑖   − 𝜎𝑟𝑖−1𝜌𝑖−1ℎ𝑖−1

𝜌𝑖− 𝜌𝑖−1
−

𝜎𝜃𝑖ℎ𝑖   − 𝜎𝜃𝑖−1.ℎ𝑖−1

2
+

𝜔2𝑟𝑒
2

2
(𝛾𝑖𝜌𝑖

2ℎ𝑖 + 𝛾𝑖−1𝜌𝑖−1
2 ℎ𝑖−1) = 0  

𝜎𝜃𝑖 − 𝜎𝜃𝑖−1

𝐸(𝜌𝑖 − 𝜌𝑖−1)
−
𝜈(𝜎𝑟𝑖 − 𝜎𝑟𝑖−1) 

𝐸(𝜌𝑖 − 𝜌𝑖−1)
+
𝛼𝑖𝑇𝑖− 𝛼𝑖−1𝑇𝑖−1 

𝜌
𝑖
− 𝜌

𝑖−1

 

+
1

2
[
(1 + 𝜈)(𝜎𝑟𝑖 − 𝜎𝜃𝑖)

𝐸𝜌
𝑖

+
(1 + 𝜈)(𝜎𝑟𝑖−1 − 𝜎𝜃𝑖−1)

𝐸 𝜌
𝑖−1

] = 0 

 

می  ی دو معادله کاهش پیداها گروه از دستگاه 𝑛رابطه به 

 کند که عبارت است از:
 

(02) 
𝐶𝑖𝜎𝑟𝑖 + 𝐷𝑖𝜎𝜃𝑖 + 𝐹𝑖  𝜎𝑟𝑖−1 + 𝐺𝑖𝜎𝜃𝑖−1 = 𝐻𝑖 
𝐶𝑖
′𝜎𝑟𝑖 +𝐷𝑖

′𝜎𝜃𝑖 + 𝐹𝑖
′𝜎𝑟𝑖−1 + 𝐺𝑖

′𝜎𝜃𝑖−1 = 𝐻𝑖
′ 

 

(، ضرایب 1۷تر )ن معادله کلینظر گرفتجا با در که در این

 عبارت( 02( طبق رابطه )04ظاهرشده در سطر ابتدایی معادله )

 از: اند

(01) 

𝐶𝑖 = 2𝜌𝑖ℎ𝑖 
𝐷𝑖 = −ℎ𝑖(𝜌𝑖 − 𝜌𝑖−1) 
𝐹𝑖 = −2𝜌𝑖−1ℎ𝑖−1 
𝐺𝑖 = −ℎ𝑖−1(𝜌𝑖 − 𝜌𝑖−1) 
𝐻𝑖 = −𝜔

2𝑟𝑒
2(𝜌

𝑖
− 𝜌

𝑖−1
)(𝛾𝑖𝜌𝑖

2ℎ𝑖
+ 𝛾𝑖−1𝜌𝑖−1

2 ℎ𝑖−1) 
 

معادلات همچنین ضرایب ظاهرشده در سطر دوم دستگاه 

 از: ندعبارت( 00( طبق رابطه )02)

 

(00) 

𝐶𝑖
′ = −

1

𝐸
[2𝜈 + (𝜌

𝑖
− 𝜌

𝑖−1
)
𝜈 + 𝜇

𝜌
𝑖

] 

𝐷𝑖
′ =

1

𝐸
[2 + (𝜌

𝑖
− 𝜌

𝑖−1
)
𝜈 + 1

𝜌
𝑖

] 

𝐹𝑖
′ = −

1

𝐸
[2𝜈 − (𝜌

𝑖
− 𝜌

𝑖−1
)
𝜈 + 𝜇

𝜌
𝑖−1

] 

𝐺𝑖
′ = −

1

𝐸
[2 − (𝜌

𝑖
− 𝜌

𝑖−1
)
𝜈 + 1

𝜌
𝑖

] 

𝐻𝑖
′ = 2(𝛼𝑖𝑇𝑖 − 𝛼𝑖−1𝑇𝑖−1) 

 

 

 به کمیت (00( و )01)در روابط  شده مطرحکلیه ضرایب 

تابع جنس و هندسه  ها آنی معلومی وابسته است که همگی ها

محاسبات  است. بحث موردو شرایط بارگذاری حاکم بر دیسک 

گریمل )نیاز به ضریب -پیشرو فاقد چالش روش تیموشنکو

که اشاره شد ابتدا با  طور همان. در این روش استتصحیح( 

𝑛)انتخاب  + = 𝑖)در بازه  𝑟𝑖شعاع  (1  0,1,… ,𝑛) دیسک به ،

 مرز گسسته جایگزین 𝑛جای یک مسئله پیوسته به یک مسئله با 

 می حصول اطمینان از اعتبار بالای نتایج منظور به. گرددمی 

در نواحی با تغییرات سریع و ناگهانی هندسی فاصله بین  توان

نظر کرد. با توجه به هندسه مطلوب و در  تر کوچکمرزها را 

ثابت  (10𝑛)، سپسوستهیپهمبهدیسک با مرزهای  𝑛گرفتن 

ی از دستگاهرا محاسبه کرده و  شده ارائهشده در روابط  داده

که  ایجاد می شود( 02گروه از روابط ) 𝑛از  شده حاصلمعادلات 
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پارامتر از معادلات مجهول هستند. از  (2𝑛)در اینجا تنها 

2(𝑛 + 𝑛)2مقدار تنش ظاهرشده در  (1 +  جادشدهیالایه  (1

 (𝑛+1)(، یعنی 02معادلات توسط روابط ) (2𝑛)در سیستم 

ی ها مقدار تنش (𝑛+1)و  𝜎𝑟𝑖ی شعاعی ها مقدار از تنش

و  باشندمی  مجهولات این دستگاه مطرح عنوانبه 𝜎𝜃𝑖مماسی 

تنش شعاعی در سطح داخلی  مقدار در بین این مجهولات اغلب

عی در سطح خارجی دیسک آخر و تنش شعا 𝜎𝑟0دیسک ابتدایی 

𝜎𝑟𝑛 ند.دهمی  معلوم بوده و شرایط مرزی حل دستگاه را تشکیل 

ی شده برای دیسک با سوراخ مرکزی، سیستم بررس در مورد

حل تواند توسط معکوس ماتریس ضرایب می  (2𝑛)معادلات 

  ( عبارت است از:00که طبق رابطه ) شود

{
 
 
 
 

 
 
 
 
𝜎𝜃0
𝜎𝑟1
𝜎𝜃1
𝜎𝑟2
𝜎𝜃2
− −
− −
𝜎𝑟𝑛−1
𝜎𝜃𝑛−1
𝜎𝜃𝑛 }

 
 
 
 

 
 
 
 

 

= 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝐺1
𝐺1
′

0
0
0
− −
−−
0
0
0

𝐶1
𝐶1
′

𝐹2
𝐹2
′

0
− −
− −
0
0
0

𝐷1
𝐷1
′

𝐺2
𝐺2
′

0
− −
− −
0
0
0

0
0
𝐶2
𝐶2
′

𝐹3
− −
− −
0
0
0

0
0
𝐷2
𝐷2
′

𝐺3
−−
−−
0
0
0

⋯
⋯
⋯
⋯
⋯
−−
− −
⋯
⋯
⋯

0
0
0
0
0
− −
−−
𝐶𝑛−1
′

𝐹𝑛
𝐹𝑛
′

0
0
0
0
0
− −
−−
𝐷𝑛−1
′

𝐺𝑛
𝐺𝑛
′

0
0
0
0
0
− −
− −
0
𝐷𝑛
𝐷𝑛
′
]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
−1

 

 

×

{
 
 
 
 

 
 
 
 
−𝐹1 .  𝜎𝑟0 + 𝐻1
− 𝐹1

′ .  𝜎𝑟0 + 𝐻1
′

𝐻2
𝐻2
′

𝐻3
−−
−−
𝐻𝑛−1
′

𝐻𝑛 − 𝐶𝑛 .  𝜎𝑟𝑛
𝐻𝑛
′ − 𝐶𝑛

′  .  𝜎𝑟𝑛
′ }
 
 
 
 

 
 
 
 

 

 

رابطه فوق مربوط به حالتی است که دیسک مفروض دارای 

یک سوراخ محوری باشد. بدیهی است در حالتی که دیسک توپر 

𝑟0باشد، در سطح داخلی )شعاع  = یک مقدار  𝜎𝑟0( تنش 0

می  دیسکمجهول است. در این حالت شرایط مرزی برای مرکز 

 در آنی شعاعی و محیطی ها تواند توسط اعمال همگرایی تنش

𝜎𝑟0 نظر گرفتننقطه بیان شود و با در  = 𝜎𝜃0  ،در این مورد

𝐹1)کافی است  + 𝐺1) ی بجا 𝐺1 و(𝐹1
′ + 𝐺1

′
𝐺1ی جابه (

در  ′

( 01از رابطه ) 𝜎𝑟0ی ها ماتریس ضرایب جایگزین شود و عبارت

 افتهی توسعهبندی اصلی مانسون، روش  در فرمولحذف گردد. 

ر زی صورت بهبرای محاسبات جدولی و اقدامات صورت گرفته  ای

تابعی از  عنوانبه 𝑟𝑖. وضعیت تنش در شعاع کلی شده است ارائه

)تنش محیطی سطح داخلی دیسک( طبق  𝜎𝜃0مقدار مجهول 

 ( عبارت است از:0۵رابطه )

(0۵) 𝜎𝑟𝑖 = 𝐴𝑟𝑖𝜎𝜃0 + 𝐵𝑟𝑖 
𝜎𝜃𝑖 = 𝐴𝜃𝑖𝜎𝜃0 + 𝐵𝜃𝑖 

 

تواند می  𝑟𝑖برای شعاع  𝐵𝜃𝑖و  𝐴𝑟𝑖 ،𝐴𝜃𝑖 ،𝐵𝑟𝑖که در اینجا ثوابت 

برای شعاع  𝐵𝜃𝑖−1 و 𝐴𝑟𝑖−1 ،𝐴𝜃𝑖−1 ،𝐵𝑟𝑖−1ثوابت  بر اساس

𝑟𝑖−1 ( محاسبه شوند:0۶مجموعه روابط ) واسطهبه 
𝐴𝑟𝑖 = 𝑘𝑖𝐴𝑟𝑖−1 + 𝐿𝑖𝐴𝜃𝑖−1 
𝐴𝜃𝑖 = 𝑘𝑖

′𝐴𝑟𝑖−1 + 𝐿𝑖
′𝐴𝜃𝑖−1 

𝐵𝑟𝑖 = 𝑘𝑖𝐵𝑟𝑖−1 + 𝐿𝑖𝐵𝜃𝑖−1
+𝑀𝑖 

𝐵𝑟𝑖 = 𝑘𝑖
′𝐵𝑟𝑖−1 + 𝐿𝑖

′𝐵𝜃𝑖−1
+𝑀𝑖

′ 

(0۶) 

 

( 0۷( طبق رابطه )0۶که در اینجا ضرایب موجود در رابطه )

 عبارت است از:

(0۷) 

𝑘𝑖 =
( 𝐷𝑖   𝐹𝑖

′ − 𝐷𝑖
′  𝐹𝑖  )

𝑍𝑖
 

𝑘𝑖
′ =

( 𝐶𝑖
′ 𝐹𝑖 − 𝐶𝑖  𝐹𝑖

′ )

𝑍𝑖
 

𝐿𝑖 =
−( 𝐷𝑖

′ 𝐺𝑖 − 𝐷𝑖  𝐺𝑖
′ )

𝑍𝑖
 

𝐿𝑖
′ =

−( 𝐶𝑖 𝐺𝑖
′ − 𝐶𝑖

′ 𝐺𝑖  )

𝑍𝑖
 

𝑀𝑖 =
( 𝐷𝑖

′ 𝐻𝑖 −𝐷𝑖𝐻𝑖
′ )

𝑍𝑖
 

𝑀𝑖
′ =

( 𝐶𝑖𝐻𝑖
′ − 𝐶𝑖

′𝐻𝑖  )

𝑍𝑖
 

𝑍𝑖 = 𝐶𝑖𝐷𝑖
′ − 𝐶𝑖

′𝐷𝑖  
 

، 𝐴𝑟𝑖نیاز به محاسبه  𝑟0در شعاع  𝐵𝜃0و  𝐴𝑟0 ،𝐴𝜃0 ،𝐵𝑟0مقادیر 
𝐴𝜃𝑖، 𝐵𝑟𝑖  و𝐵𝜃𝑖  برای حالت جهینت دربا تعیین شرایط مرزی دارند و 

 :صادق هستند (۳3)مطلوب در این پژوهش روابط 

(00) 
𝐴𝑟0 = 𝐵𝜃0 = 0 
 𝐴𝜃0 = 1  
 𝐵𝑟0 = 𝜎𝑟0    

ی پی در ها ( برای حلقه0۶ی متوالی رابطه )ریکارگ بهسپس با 

را تعیین کرده تا به مقادیر  𝐵𝜃𝑖و  𝐴𝑟𝑖 ،𝐴𝜃𝑖 ،𝐵𝑟𝑖پی مقادیر 

𝐴𝑟𝑛  و𝐵𝑟𝑛  برسیم. همچون مقدار تنش شعاعی که در حلقه

 𝜎𝜃0تواند برای یافتن می  (0۹خارجی معلوم است، رابطه )

 استفاده شود:

(0۹) 
σθ0 =

( σr𝑛 − 𝐵𝑟𝑛 )

𝐴𝑟𝑛
 

 

ی تنش ها ( برای تحلیل همه وضعیت00مجموعه روابط )

-مناسب است. مزیت این نوع روش نسبت به روش تیموشنکو

گریمل عدم نیاز به اصلاح ضریب فرضی است. همچنین با وجود 

ریمل گ-پیچیدگی کدنویسی روش نسبت به روش تیموشنکو

کمتر است. زیرا  خودکارحافظه در محاسبه  شده اشغالفضای 

(00) 
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نسبت به ماتریس مرتبه  (𝑛+1)که چهار بردار مرتبه 

(2𝑛 ×  2𝑛) [.۹سازی دارد ] نیاز به ذخیره 

، روش مانسون مستلزم تقسیم دیسک به فضای مجموع در

گریمل است. اما منجر به -تری نسبت به روش تیموشنکو دقیق

 شود. می  تری در هر قسمت از دیسک تشکیل معادلات ساده

پروفیل ضخامت برای حالت دیسک دوجانه  که نیبا توجه به ا

 یبرا کند،می  رییتغ یشعاع یدر راستا ت متغیردارای ضخام

 ضخامت با دیسک کی 10شکل محاسبه جرم ابتدا مطابق با 

نقطه  𝑛را با به تعداد  یشعاع یدر راستا وستهیصورت پ به ریمتغ

در  و معلوم یشعاع یگسسته در راستا ریگسسته با خواص متغ

 .شودمی  گرفتهدر نظر یگسستگ یمرزها

 

 
 

بندی دیسک پیوسته با ضخامت متغیر به تعدادی  لایه 10شکل 
 دیسک گسسته با ضخامت ثابت

 

 نیگانیهر حلقه برابر با م ضخامتدر نظر گرفتن  کسانیبا 

و تا حد امکان کوچک  ینییو پا ییسطوح بالاضخامت حلقه در 

 بیربا تق دیسک با هندسه دلخواه، جرم ها حلقه نیکردن فاصله ب

( عبارت 04که طبق رابطه ) دیآمی  دست به یمناسب و قابل قبول

 :است از

(04) 𝑚 = 𝜌 × 𝑉 →∑𝜌𝑖 × ℎ𝑖 × 𝜋 × (𝑏𝑖
2 − 𝑎𝑖

2)

𝑛

𝑖=1

 
 

برابر با ضخامت پروفیل دیسک مورد  ℎ𝑖که در این رابطه 

ام،  𝑖میانگین چگالی در حلقه  𝜌𝑖ام و برحسب متر است.  𝑖بحث 

𝑎𝑖  و𝑏𝑖 ترتیب برابر با شعاع سطوح داخلی و خارجی در حلقه  به

𝑖  ام و𝑛 .برابر با تعداد حلقه در نظر گرفته است 

 

 ای پلهدیسک دوجانه با پروفیل ضخامت سوراخ  -۷
 

ی دیسک دوجانه با تعریف پروفیل ها تنشدر این بخش تحلیل 

خاصی شامل یک سوراخ عمودی با تغییر ناگهانی ضخامت مقطع 

. تحلیل این بررسی می شود( ای پلهمیانه مسیر ) سوراخ در

دیسک برای بررسی تغییرات حالات تنش و جرم در قیاس با 

ش ی بر کاهساز خنکاولیه و سپس بررسی اثر  شده سادههندسه 

 ههندساست. برای انجام این تحلیل  شده انجام ها بیشتر تنش

در  و تهقرارگرفی بررس موردبا سطوح مقطع مختلف  ای پلهی ها

ی مفروض برای رسیدن به پروفیل سوراخ ها هندسهبین تمامی 

هینه ب( از روش نانیاطم قابلپله با بهترین نتیجه )کمینه جرم و 

. فرآیند بررسی در این روش است. شده استفادهی شمارشی ساز

که به  بیترت نیا بهروندی همچون روش المان محدود دارد، 

همان صورت که در حل المان محدود مسئله در قالب تعداد 

مشخصی گره از یک مسئله پیوسته به یک مسئله گسسته تغییر 

شود و چون روشی عددی است با افزایش می  شکل داده و حل

 موردو یا کاهش فاصله بین حالات بررسی، حل  ها تعداد گره

ینجا نیز روش ای به نتیجه واقعی همگرا خواهد شد، در بررس

کند. به این صورت که اگر می  شمارشی فرآیندی مشابه را طی

 اه آنو گسسته باشد تمامی  شمارش قابلتمامی حالات ممکن 

می  یک حل کرده و بهترین حالت مطلوب را گزارش به را یک

کند و اگر تمامی حالات در یک بازه محدود پیوسته باشد، در 

ابتدا با توجه به محدود بودن بازه تغییرات تابع، مسئله از یک 

نقطه در میان  𝑛تحلیل برای بینهایت نقطه پیوسته ممکن به 

و مسئله برای تمامی  شده میتقسحالت حل گسسته  𝑛بازه با 

در پایان بهترین نتیجه در  و شده لیتحلمجزا  صورت بهحالات 

نتیجه بهینه گزارش خواهد شد.  عنوان به شده حلبین حالات 

چه تعداد نقاط گسسته بیشتر باشد، پاسخ به  بدیهی است هر

مسائل المان  همچونتر خواهد شد؛ بنابراین  واقعیت نزدیک

تا  ای محدود با افزایش حالات حل از یک حالت حل تک نقطه

جایی که پاسخ همگرا شود و افزایش بیشتر تعداد نقاط حل دیگر 

منجر به افزایش دقت حل نشود، ادامه خواهد یافت. در این 

ی مختصات شعاع به عبارتتحلیل راستای شعاعی هندسه یا 

 تغییر است. رقابلیغداخلی و خارجی ثابت و مشخص است و 

 تواندمی  مقادیر ضخامت در سطوح داخلی، میانی و خارجی

متغیر در نظر گرفته شود و تغییرات آن  متریلیم 04۵/0تا  4از 

نقطه گسسته  14پیوسته است. در این تحلیل این بازه پیوسته به 

هندسه متمایز پله شده  044است که منجر به ایجاد  شده لیتبد

آوردن بهترین  به دستاست. در بین تمامی این حالات برای 

است. از طرف  شده استفادهی شمارشی ازبهینه سپاسخ از روش 

 به این نکته نیز توجه داشت که با توجه به محدودیت بایددیگر 

بهینه ی طراحی و ساخت قیدهای زیر در هنگام تحلیل و ها

پارامتر اساسی طراحی  عنوانبهجرم  ی در نظر گرفته شود.ساز
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حداقل  .محاسبه شوددر حداقل مقدار ممکن  بایدمطرح بوده و 

 باشد.می  1/2ضریب اطمینان دیسک 

محاسبه حالات تنش  برای شده ارائهیسی روابط کد نوبا 

دیسک دوجانه با پروفیل پله با استفاده از روش مانسون و بررسی 

حالت هندسی مختلف( و  044ی مفروض )ها یلپروفتمامی 

ی، بهترین هندسه پله با جرم کمینه و بهینه سازاعمال قیود 

است. همچنین با ایجاد فضای  محاسبه شدهی مقید ها یتمحدود

و  گرفته انجامی سازخنکمفروض  دوجانهلازم بر روی دیسک 

شده در حالات تنش و بهبود  یجادابرای پروفیل بهینه، تغییرات 

نتیجه کاهش سطوح دما  بیشتر نتایج پس از خنک کاری و در

ی مختلف ها هندسه. جرم دیسک دوجانه برای شودمیی بررس

 ت.اس آمده دست بهمتلب  افزارنرمیسی در کد نوبا استفاده از 

برای تمامی  شده انجامی ها یبررسیسی و کد نوپس از 

و در ادامه نتایج حاصل از  آمده دست بهحالات حالت بهینه 

 شده هارائی بر نتایج حالت بهینه ساز خنکتحلیل و بررسی اثر 

ی پله مختلف ها لیپروفزیع ضخامت نمودار تو 10است. در شکل 

ی مختلف برای دیسک توربین دوجانه ها هندسهبا  شده یبررس

 است. شده دادهنشان  ۷20اینکونل  همگن از جنس

 لیپروفنمودار نتایج جرم و ضریب اطمینان  1۵در شکل 

ی مختلف برای دیسک ها هندسهبا  شده یبررسی پله مختلف ها

 شده دادهنشان  ۷20اینکونل  جنستوربین دوجانه همگن از 

کمترین جرم با ضریب  شده مطرحاست. با توجه به قیود طراحی 

 شده که موقعیت یمعرفنتیجه بهینه  عنوانبهاطمینان معتبر 

 شده دادهنشان  1۶مقادیر بهینه جرم و ضریب اطمینان در شکل 

 است.

 

 
 

 دیسک دوجانهشده برای  یبررسی پله مختلف ها یلپروف 10شکل 
 

 
 

بررسی میزان جرم و ضریب اطمینان دیسک دوجانه به  1۵ شکل
 ی پله مختلفها یلپروفازای 

 

 
 

حالت بهینه جرم و ضریب اطمینان مناسب برای دیسک  1۶ شکل
 ی پله مختلفها یلپروفدوجانه به ازای 

 

ی پله ها لیپروفنمودار توزیع تنش شعاعی  1۷در شکل 

ی مختلف برای دیسک توربین ها هندسهبا  شده یبررسمختلف 

است. نتایج  شدهدادهنشان  ۷20اینکونل  دوجانه همگن از جنس

حاکی از این است که هرچه میزان اختلاف ضخامت ناگهانی 

موجود در سطح میانی بیشتر شود منجر به افزایش شدید و 

در سطح میانی شده و تنش در سطوح داخلی و  ها تنشناگهانی 

رابر با مقادیر تنش ناشی از شرایط مرزی مسئله است. خارجی ب

اهمیت انتخاب  دهنده نشان وضوحبه ها تنشهمچنین محدوده 

 طور همانباشد. می  بهبود نتایج حاصل منظور بهپروفیل بهینه 

که در این نمودار مشخص است در برخی حالات تنش شعاعی 

ه هینه است کبرابر بیشینه تنش شعاعی در حالت ب ۶بیشینه تا 

 تواند منجر به شکست سازه گردد.می  ها یلپروفانتخاب این 
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ی پله ها لیپروفنمودار توزیع تنش محیطی  10در شکل 

ی مختلف برای دیسک توربین ها هندسهبا  شده یبررسمختلف 

است. در  شده دادهنشان  ۷20اینکونل  دوجانه همگن از جنس

 دادهشان ن وضوح بهاینجا نیز اثر انتخاب پروفیل مناسب در نتایج 

است که انتخاب پروفیل  شده دادهکه نشان ینحو بهاست.  شده

تواند منجر به افزایش شدید تنش در سطح داخلی می  نامناسب

برابر به نسبت دیسک با وب یگانه گردد. در اینجا  ۵تا حتی بیش 

 سطح داخلی است. نیز سطح بحرانی

ی پله مختلف ها لیپروفنمودار توزیع تنش معادل  1۹در شکل 

ی مختلف برای دیسک توربین دوجانه ها هندسهبا  شده یبررس

با استفاده از معیار وون میزز نشان  ۷20اینکونل  همگن از جنس

است. در اینجا نیز اهمیت بالای انتخاب پروفیل مناسب  شدهداده

که هرچه گرادیان  است و این مشاهدهقابلی تراحبهدر نتایج 

 یدتر باشد اختلاف تنش بینشدضخامت ناحیه سوراخ در پروفیل 

سطوح داخلی و خارجی بیشتر شده است که در طراحی بایستی 

 به آن توجه شود. 

ی پله ها لیپروفنمودار توزیع ضریب اطمینان  04در شکل 

ن دیسک توربی ی مختلف برایها هندسهبا  شده یبررسمختلف 

است.  شده دادهنشان  ۷20اینکونل  دوجانه همگن از جنس

این است که بیش از نیمی از حالات  دهنده نشاننمودار 

 لقابشده در سطح داخلی ضریب اطمینانی کمتر از حد یلتحل

که دارای جرم کمینه در  یصورت درطراحی داشته و حتی  قبول

 باشند.می  شپذیر یرقابلغبین این حالات باشد 

ل شکو  در حالت بهینه آمده به دستپروفیل پله  02 شکل 

 لیدوجانه با پروف سکیبرش خورده د یسه بعد ینما 01

نمودار توزیع  00در شکل  را نشان می دهند. نهیضخامت پله به

ج نشان داده است. نتای آمده دست بهی پروفیل پله بهینه ها تنش

درصدی ضریب اطمینان در حالت  1۷کاهش تنش و وزن و بهبود 

دهد که می  دوجانه را در قیاس با دیسک با وب یگانه نشان

 امکاننظر طراحی و ضرورت  نشانگر بهبود کلیه خواص مد

 ی تجربی وها یلتحل منظور بهی برای ساخت نمونه اولیه سنج

دهد. در حالت بهینه ضریب اطمینان می  ننشا وضوح بهثانویه را 

 آمده دست بهگرم  0۶۷و جرم دیسک برابر با  00۹/2برابر با 

برابری جرم در قیاس با حالت دیسک  0است که کاهش بیش از 

 0۷تا  00ی ها دهد. همچنین در شکلمی  با وب یگانه را نتیجه

نمودارهای توزیع تنش شعاعی، محیطی، معادل و ضریب 

ی مورد مقایسه ساز خنکن دیسک قبل و بعد از انجام اطمینا

است. لازم به ذکر است تغییرات ناگهانی در نمودارهای  قرارگرفته

تنش و ضریب اطمینان به سبب ایجاد تغییرات ناگهانی در 

 خنکاست. پس از  هندسه مسأله )شامل ضخامت( ایجاد شده

و  گراد یسانتدرجه  244به  2۵4ی دمای سطح داخلی از ساز

تقلیل یافته  گراد یسانتدرجه  044به  ۵44سطح خارجی از 

است. از سوی دیگر بدیهی است خنک کاری تنها بر خواص 

 ی بر میزان جرم نهایی دیسکریتأثبوده است و  رگذاریتأثحرارتی 

 ۷4دوجانه ندارد. تغییر ناگهانی تنش در نزدیکی مختصات 

وده ی ضخامت پروفیل پله بی شعاع ناشی از تغییر ناگهانمتریلیم

کاهش ضخامت در این سطح این تغییر ناگهانی  به خاطرو 

از  ی تنش پسنواح. نتایج حاکی از افت کلی باشدمی  افزایشی

خنک کاری و بهبود بیشتر ضریب اطمینان است. شدت این افت 

تنش در نواحی نزدیک به سطح خارجی بیش از سطح داخلی 

 .هست
 

 
 

نمودار توزیع تنش شعاعی برای دیسک دوجانه به ازای  1۷ شکل
 ی پله مختلفها یلپروف

 

 
 

نمودار توزیع تنش محیطی برای دیسک دوجانه به ازای  10شکل 
 ی پله مختلفها یلپروف
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نمودار توزیع تنش معادل برای دیسک دوجانه به ازای  1۹ شکل
 ی پله مختلفها یلپروف

 

 
 

نمودار توزیع ضریب اطمینان برای دیسک دوجانه به ازای  04 شکل
 ی پله مختلفها یلپروف

 

 
 

نمودار توزیع پروفیل ضخامت دیسک دوجانه به ازای  02 شکل
 ی پله بهینهها یلپروف

 
نمای سه بعدی برش خورده دیسک دوجانه با پروفیل  01شکل 

 ضخامت پله بهینه

 

 
 

یل پروفبرای دیسک دوجانه به ازای  ها تنشنمودار توزیع  00 شکل
 پله بهینه

 

 
 

نمودار توزیع تنش شعاعی برای دیسک دوجانه به ازای  00 شکل
 یساز خنکی پله بهینه قبل و بعد از ها یلپروف
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نمودار توزیع تنش محیطی برای دیسک دوجانه به ازای  0۵شکل 
 یساز خنکی پله بهینه قبل و بعد از ها یلپروف

 

 
 

نمودار توزیع تنش معادل برای دیسک دوجانه به ازای  0۶ شکل
 یساز خنکی پله بهینه قبل و بعد از ها یلپروف

 

 
 

نمودار توزیع ضریب اطمینان برای دیسک دوجانه به ازای  0۷ شکل
 یساز خنکی پله بهینه قبل و بعد از ها یلپروف

 

 صحت سنجی نتایج و دقت مدل پیشنهادی -8
 
ه ببررسی و بیشتر و حصول اطمینان از دقت نتایج  منظور به

و   یساز مدلآمده از روش پیشنهادی در پژوهش حاضر،  دست
جانه مورد بررسی در پژوهش صورت گرفته  دیسک دوتحلیل 

 به دست[ با استفاده از روش حاضر 2۹توسط ژانگ و همکاران ]
آمده است. همچنین هندسه بهینه با در نظر گرفتن اهداف 

 مربوط به جینتامقایسه آمده است.  به دست[ 2۹] مرجع ژوهشپ
تنش از شعاع داخلی تا شعاع خارجی  یهامؤلفهتوزیع میانگین 

به دیسک دو جانه مفروض در هندسه اولیه و هندسه بهینه در 
در  بیبه ترت[ 2۹] مرجع در پژوهش حاضر وآمده  دست
 نشان داده شده است. 0۹و  00ی هاشکل

 

 
 

ی تنش در دیسک دو جانه هامؤلفهمقایسه میانگین توزیع  00 شکل
 [2۹اولیه بررسی شده در پژوهش ]

 

 
 

ی تنش در دیسک دو جانه هامؤلفهمقایسه میانگین توزیع  0۹ شکل
 [2۹آمده در پژوهش ] به دستبهینه 
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آمده از تحلیل دیسک مفروض با استفاده  به دستمقایسه نتایج 
وش مبتنی بر اجزای محدود بکار رفته از روش پژوهش حاضر و ر

 هاتنشدرصدی در تخمین  0/0[ حداکثر خطای 2۹] مرجع  در
درصدی در  0/۵دیسک دو جانه با هندسه اولیه و حداکثر خطای 

ه . مقایسدهدیمی مربوط به حالت بهینه را نشان هاتنشتخمین 
مده با آ به دستی دقت و اعتبار نتایج خوببهآمده  به دستنتایج 

 و کندیم دییتأاستفاده از روش بکار رفته در پژوهش حاضر را 
ی اهروشاز این روش با سرعت بسیار بالاتر نسبت به  توانیم

ی با هاسکیدتحلیل رفتار  منظوربهمبتنی بر اجزای محدود 
 شد.  مندبهرهی دو جانه هاسکیدضخامت متغیر نظیر 

 
 گیرینتیجه -9
 

 044دوجانه در  سکید یآمده برا دست به جینتا یطورکلبه
 یراب دهیا نیاستفاده از ا تنهامختلف نشان داد که  یحالت هندس

 اسیحالات در ق یو در برخ ستین یازجمله جرم کاف جیبهبود نتا
 یئحالات بهبود جز یبدتر شده و برخ اریبس جینتا هیبا حالت اول

 ریاز حالات بهبودها چشمگ یاندک دادو تنها در تع افتهی زیناچ یول
 یبهینه سازامر ضرورت استفاده از روش  نیتوجه است. همو قابل

. در حالت دهدمی  را نشان یطراح یهندسه مناسب برا افتنیدر 
 که هندسه هیبا هندسه و ماده اول اسیآمده در ق دست به نهیبه

که  افتیدرصد کاهش  00از  شیب ییپله مانند بود جرم نها ای
 سکید لیو تبد یبهینه سازدر اثر  سکیجرم د ریکاهش چشمگ

 بیضر نی. همچندهدمی  را نشان نهیتک جانه به دوجانه به
درصد و پس از  04در حدود  یقبل از خنک کار زین نانیاطم

پس  نی. همچنافتیدرصد بهبود  ۷1از  شیب یاعمال خنک کار
 ،یسطوح شعاع یتنش در تمام شتریکاهش ب زین یاز خنک کار

 به سکید نانیاطم بیبهبود ضر جهیو معادل و درنت یطیمح
را  سکیسازه د یمبحث خنک کار یبالا تیدست آمد که اهم

 شتریکاهش ب زین یپس از خنک کار نی. همچندهدمی  نشان
 جهینت و معادل و در یطیمح ،یسطوح شعاع یتنش در تمام

 یبالا تیبه دست آمد که اهم سکید نانیاطم بیبهبود ضر
 .دهدمی  را نشان سکیسازه د یمبحث خنک کار

 

 تشکر و قدردانی -11
 

 دکتراز  را نویسندگان این مقاله مراتب سپاس و قدردانی خود
 نمایند. می  ابراز ی ارزندهها جهت راهنمایی محمدرضا کارآموز
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