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 ستمیس ی برایقیتطب و PIDعملکرد دو کنترلر  ی و مقایسهسازهیشب

  درجه آزادی خودرو 01فعال  قیتعل

. شود یخودرو محسوب م کی یها ستمیس ریز نتری یو اساس نیتر از مهم یکیبدون شک  قیتعل ستمیسچکیده: 
از مدل  شودیوارد م نانیخودرو که به سرنش یبدنه و شاس یهااشات حرکتکامل ارتع لیپژوهش جهت تحل نیدر ا

 ستمیس کی یخودرو و طراح قیتعل ستمیس یساز هیاستفاده شده است. پس از شب یدرجه آزاد 01کامل خودرو با 
 قیتعل یهاستمیس یبرا یقیتطب وPID دو نوع کنترلر   نیب یاسهیفعال به منظور دفع اغتشاشات وارده، مقا قیتعل

 یها ثابت بودن بهره لی. به دلردگییها در کنترل ارتعاشات مورد مطالعه قرار ماشاره شده به عمل خواهد آمد و تفاوت

قادر به کنترل و کاهش  یبه خوب PIDخودرو، کنترلر   قیتعل ستمیدر س تیعدم قطع جودو نیو همچن PIDکنترلر 

ثابت جهت کنترل و کاهش  ریبا بهره غ یقیکار از کنترلر تطب نیپس در ا باشد، یارتعاشات وارد شده بر بدنه خودرو نم
دو  یپژوهش طراح نیا ی. نوآورتاس شدهسطح جاده به بدنه خودرو استفاده  یها یناهموار یارتعاشات وارد از سو

 مدل یشتاب برا سرعت و ،ییجابجا دبکیجهت کاهش ارتعاشات وارده بر خودرو در سه ف یقیو تطب PIDنوع کنترلر 

 .باشد ی)کامل( خودرو م یدرجه آزاد 01
 

 یدرجه آزاد 01مدل  ،یقیفعال، کنترلر تطب قیتعل ستمی، سPIDخودرو، کنترلر  قیتعل ستمیس :واژه های راهنما
 خودرو.

 
 

 علمی پژوهشیمقاله 

 01/01/0011دریافت: 

 01/11/0010پذیرش: 
 

Simulation and comparison of the performance of two 

PID and adaptive controllers for the active suspension 
system of vehicle 10 degrees of freedom 

 
Abstract: Suspension system is undoubtedly one of the most important and basic 

subsystems of a vehicle. In this research, in order to fully analyze the vibrations of the car 

body and chassis movements that enter the occupants, a complete car model with 10 degrees 

of freedom has been used. After simulating the car suspension system and designing an active 

suspension system to eliminate disturbances, a comparison between the two types of PID 

controllers and an adaptation for the mentioned suspension systems will be made and the 

differences in vibration control will be studied. Due to the constant gains of the PID controller 

and also the uncertainty in the vehicle suspension, the PID controller is not able to control 

and decrease the vibrations on the car body, so in this work of the adaptive controller with 

non-fixed interest to control and reduce vibrations applied by road surface roughness to the 

car body. The innovation of this research is the design of two types of PID and adaptive 

controllers to reduce the vibrations of the car in three feedback of displacement, speed and 

acceleration for the model of 10 degrees of freedom (complete) of the vehicle.  

 

Keywords: Vehicle suspension system, PID controller, active suspension, adaptive            

controller, vehicle 10 degree of freedom model. 
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 مقدمه -0

 

از  یارتعاشات ناخواسته ناش نهیدر زم قاتیتحق ریاخ هایالدر س
 یسطح جاده و کاهش اثرات نامطلوب ان رو یهایناهموار

ر ان د یرپذیخودرو و کنترل یداریخودرو صورت گرفته است. پا

 یهستند که در طراح یاز عوامل مهم هایناهموار نیمواجهه با ا
 یتراح نیهمچن رند،یگ قرارمورد استفاده  دیخودرو با یکینامید

طول عمر قطعات خودرو از جمله مسائل  شیو افزا نانیسرنش

 هایهستند که همواره مورد توجه محققان و شرکت یضرور

خودرو معمولا  یکینامید یمدلساز در سازنده خودرو بوده است.
سه قسمت مهم وجود دارد که عبارتند از: بدنه به عنوان جرم 

به عنوان جرم  هاکیو لاست قیتعل ستمیشده، سیفنربند

چهارم،  کیرو محققان از سه نوع مدل:  نینشده. از ا یفنربند
خودرو در  یکینامیرفتار د یبررس ینصف و مدل کامل برا

 .کنندیم استفادهخود  قاتیتحق

 فنر کیچهارم است که بدنه با  کیمدل خودرو مدل  نتریساده

فنر با  کیبا  زیچرخ متصل است و چرخ ن کیدمپر به  کیو 
 ییجابجا یدرجه آزاد کیمدل،  نی. در اباشدیدر ارتباط م نیزم

چرخ در  یقائم برا ییجابجا یدرجه آزاد کیبدنه و  یقائم برا

مطالعه حرکت قائم بدنه  یمدل تنها برا نیکه از ا رندگیینظر م
شود. مدل نصف شامل دو چرخ بوده که یخودرو استفاده م

 یمدل برا نی. در اشوندیر به بدنه متصل مهرکدام با فنر و دمپ

 یو برا یدرجه آزاد کیها قائم هر کدام از چرخ ییجابجا

 .رندگییدر نظر م یبدنه دو درجه آزاد یقائم و چرخش ییجابجا
بدنه  یقائم و چرخش ییهم زمان جابجا لیتحل یرایمدل  نیازا

 یهاچهارم و نصف مدل کی یها. مدلشودیخودرو استفاده م

است،  یمدل سه بعد کیهستند. در مدل کامل که  یاصفحه
ائم ق یی. جابجاشوندیچهار چرخ با فنر و دمپر به بدنه متصل م

 نهو بد یبوده و شاس یدرجه آزاد کی یها داراهر کدام از چرخ

 یبرا یدرجه آزاد کیشامل  یسه درجه آزاد یهر کدام دار زین
 یرخش حول محورهاچ یبرا یقائم و دو درجه آزاد ییجابجا

در ارائه هم  ییتوانا لیمدل به دل نی. اباشدیم یو عرض یطول

 یو عرض یطول یو چرخش حول محورها یانتقال یهازمان پاسخ

 یترکامل یهاپاسخ یدارا گریبدنه خودرو، نسبت به دو مدل د
خودرو به طور عمده به سه نوع : منفعل،  قیتعل ستمیهست. س

 ،یکه به منظور بهبود سوار شودیم یه بندفعال و فعال طبق مهین

و به حداقل  یاخودرو، کاهش ارتعاشات جاده یمنیا ،یراحت
. به طور معمول ردگییرساندن خسارات مورد استفاده قرار م

و کمک  با فنر تریمیمعمولا قد یستمیمنفعل س قیتعل ستمیس

 یهامستیس. باشدیثابت م یپارامترها یفنر کنترل نشده و دارا

 ارائه خوش یخود برا ییخودرو به طور معمول توسط توانا قیتعل

. ندشویم یبندمسافر دسته یخوب در جاده و بهبود راحت یفرمان
د. متضاد را ارائه ده اریدو مع نیا نیمنفعل تنها مصالحه ب قیتعل

که  یکیاز اجزائ مکان یخودرو اشاره به گروه کی قیتعل ستمیس

 یهاتیاز فعال یادی. مقدار زکندیبرقرار مچرخ و بدنه ارتباط  نیب
 لهیوس یجهت بهبود سوار قیتعل ستمیس یطراح یبرا یمهندس

 صیمسافر تخص یحمل و نقل و راحت یمنیا نیو همچن هینقل

 ریت کیصرفا  قیتعل ستمیاست. در روزگار گذشته س افتهی

. ودب هافتیگسترش  هینقل لهی)محور( بوده که در سراسر عرض وس
 یبه حداقل رساندن شتاب عمود قیتعل ستمیس کیرد عملک

 کی. عملکرد باشدیاست که خود شامل فنر و کمک فنر م

نوع  ،ییرایم بیفنر، ضر یمانند سخت یبه عوامل قیتعل ستمیس
به را در طول ضر یدارد. فنر انرژ یبستگ رهیو غ قیتعل ستمیس

ده ش رهیدخ یو دمپر باعث اتلاف انرژ کندیم رهیدر خود ذخ

ها رخاز چ یتمام انرژ قیتعل ستمیبدون س لهیوس کی. در شودیم

و در هنگام حرکت ممکن است که تماس  شودیبه بدنه منتقل م
 ستمیچرخ با سطح جاده به طور کامل قطع گردد. استفاده س

 یهاازیبرآورده کردن ن قتیدر حق هینقل لهیوس کیدر  قیتعل

به صورت همزمان ( یفرمان)خوش  نگیو هندل یسوار یراحت
از  یجذب انرژ یبه معن «یسوار یراحت»است. اصلاح 

اشکال در  جادیسطح جاده و اتلاف آن بدون ا یهایناهموار

مربوط به انتقال « جاده نگیهندل»حرکت خودرو است. اصطلاح 

از  ایدر هنگام دور زدن  گریسمت به سمت د کیوزن خودرو از 
با  هینقل لهیوس کیت. اس یریزگعمل ترم نیعقب به جلو در ح

جاده خوب علاوه بر به حداقل رساندن انتقال وزن  نگیهندل

خواهد شد.  زیخودرو و سطح جاده ن نیکشش ب شیموجب افزا
و  یسوار یراحت ازیهر دو ن قیتعل ستمیس یحال در طراح نیبا ا

ز حفظ استاندارد بالا ا نیدر تضاد با هم هستند. بنابرا نگیهندل

کار  یرانندگ طیخودرو تحت شرا نگیهندلو  یسوار یراحت

و  یسوار یراحت سازینهیاست. به منظور به یدشوار اریبس
به عنوان مثال مدل  قیتعل یهااز مدل یخودرو، تعداد نگیهندل

مدل کامل خودرو به  ایچهارم خودرو، مدل نصف خودرو و  کی

 ودرونصف و کامل خ یهامدل یشود. مطاله بر رو یکار برده م
 صورت محدود انجام گرفته است. به 

 یتایعمل طیشرا یمنفعل برا قیتعل ستمیس یطراح عملکرد

 اندتویفعال م قیتعل ستمی. در مقابل سشودیخاص استفاده م
 اترییتغ تواندیداشته و م اتیعمل طیاز شرا یاگسترده فیط

محرک وفق دهد.  یروین یناگهان راتییرا براساس تغ ستمیس

 قیتعل ستمیس هدربار یامطالعات گسترده 0691 از سال نیبنابرا

و همکاران  Harvatتوسط  یمختلف یهافعال انجام گرفته و روش
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فعال  قیتعل ستمیارائه شده است. به هرحال س 0661در سال 

سآله م نیدارد که ا ی( بزرگروی)اعمال ن هیبه منبع تغد ازین معمولاً

. از باشدیعمل م در ستمیس نیاستفاده گسترده از ا یمانع اصل
ت مورد توجه قرار گرف اریبس رفعالیغ قیتعل ستمیس 0611سال 

منفعل دارد و از  قیتعل ستمینسبت س یچراکه عملکرد بهتر

فعال  قیتعل ستمینسبت به س یکمتر اریبس یرویهم به ن یطرف
در دسترس  یقابل کنترل یدرعمل دمپرها ژهیدارد. به و ازین

و  (ER) سیالکترومغناط یپرهاهستند که از جمله آنها دم

 مهین قیتعل ستمیرا نام برد. س (MR) کیمگنورئولوژ یرهادمپ

 مهیقابل تحقق است. کنترل ن زین یو از نظر مهندس تریفعال عمل
تعداد  توسط ه،ینقل لیوسا قیتعل ستمیس یبرا (MR)فعال با دمپر

 [.0از محققان مورد مطالعه قرار گرفته است ] یادیز

 ستمیس کیدر  (Fa) رویفعال از عناصر محرک ن قیتعل ستمیس
 یولمعم رفعالیغ قیتعل ستمیکنترل حلقه بسته در کنار س

 یسنسورها یبر اساس ورود رویکند. محرک ن یاستفاده م

فراهم  مستیس یرا برا یکاف یکنترل یرویمختلف مرتبط با آن، ن

-روین یهاتیو محدود یکنترل یروین ترعی. دامنه وسکندیم
با  هسیدر مقا قیتعل یهاستمینوع س نیا یایرعت صفر از مزاس

را  یکنترل مختلف هایستمیاست. محققان س قیتعل گریانواع د

. نداکرده شنهادیفعال پ قیتعل ستمیعملکرد س شیافزا یبرا
درجه  0به صورت نصف خودرو  توانیخودرو را م قیتعل ستمسی

و  (LQR) یوم خطدرجه د ورمدل کرد و عملکرد رگولات یآزاد

 ستمی[. س1کرد ] لیتحل توانیرا م یکنترل فاز یها ستمیس

 مین قیتعل ستمیمدل س یانتگرال متناسب برا ییکنترل کشو
 ستمی[. عملکرد س0شده است ] یطراح یدرجه آزاد 0خودرو 

 0نصف خودرو  قیتعل یهامدل یبر رو یو فاز یکنترل خط

 کردی[. رو0گرفته است ]قرار  لیلو تح هیمورد تجز یدرجه آزاد
 1 یچهارم خودرو کی قیمدل تعل یبرا یکنترل فاز ستمیس

ا ب یقیشده است و مطالعه تطب لیو تحل شنهادیپ یدرجه آزاد

انجام شده است  (LQG) یدرجه دوم خط یکنترل کننده گاوس

 LQRبا کنترلر  یدرجه آزاد 0خودرو  مهین قیتعل ستمی[. س1]
 یها ستمیس یبرا ANFIS یطراح[. 9] استتوسعه داده شده 

داده محور  کردیبا استفاده از رو یدرجه آزاد 9خودرو  مهین قیتعل

شده  سهیمقا رفعالیغ قیتعل ستمیشده و عملکرد آن با س لیتحل
 کی قیتعل یهاستمیس یبرا PIDکنترل  تمی[. الگور1است ]

 ستمی[. توسعه س5شده است ] لیچهارم خودرو  توسعه و تحل

بحث  مورد لیچهارم اتومب کی قیتعل ستمیس یبرا یزکنترل فا

بر  PIDو  ANFIS یهاکننده[. کنترل01[ ]6قرار گرفته است ]
ار افزفعال با استفاده از نرم قیتعل یشیآزما یاندازراه کی یرو

LabVIEW توسعه و  ،ی[. طراح00اند ]شده شیتوسعه و آزما

د بحث قرار مور ودکارخ میتنظ PIDکنترلر  کی یساز ادهیپ

 1 قیمدل تعل کی یبرا PID[. کنترل کننده 01گرفته است ]

 MATLAB PIDخودکار  میبا استفاده از ابزار تنظ یدرجه آزاد

توان به -یخودرو را م قیتعل ستمی[. س00است ] افتهیتوسعه 

 0مدل نصف خودرو با  ،یدرجه آزاد 1صورت مدل ربع خودرو با 

 نیو همچن یدرجه آزاد 1 مدل کامل خودرو با ،یدرجه آزاد
 نیکرد. در ا سازیمدل یدرجه آزاد 01مدل کامل خودرو با 

 لیو تحل هیتجز یبرا یدرجه آزاد 01مقاله، مدل کامل خودرو با 

 تمسیدر مورد عملکرد س یبهتر نشیب رایانتخاب شده است، ز

 .دهدیارائه م نهیبه یدگیچیبا پ قیتعل
 یکنترلر برا یطراح نهیزمتوجه به مطالعات انجام شده در  با

ارائه  یبرا PID هایکنندهفعال خودرو، کنترل قیتعل ستمیس

خودرو در نظر گرفته شده  قیتعل ستمیس یکنترل مناسب رو
 با روش سهیدر مقا یشتریب یایمزا یدارا یشنهادیاست. روش پ

 هیو شب یساز[. مدل 00است ] یمنفعل معمول قیتعل ستمیس

 کنترل کننده کی نیانجام و همچن کنیمولیس طیدر مح یساز

شده است به عنوان مثال نرم افزار  یساز ادهیپ دهیچیپ
 یبه راحت توانیرابط چند منظوره است که م کی نکیمولیس

 [.01] برد کاراز کنترلرها را در آن به یانواع مختلف

 یعیتعادل طب جادیا یفعال، هدف اصل قیتعل ستمیس یطراح در
 ستمیس ینسب ییعملکرد، جابجا یبررس ،یسوار تیفیک انیم

 یکاهش شتاب عمود ی[. برا09است ] یو مصرف انرژ قیتعل

 نیا است. قیتعل ستمیبدنه خودرو، لازم به استفاده از حرکت س

 ییجابجا ردنمحدود ک یراننده برا کیاحتمال، هدف قرار دادن 
 شیب یدر هنگام رانندگ دهد،یم شیرا افزا قیتعل ستمیس ینسب

 یگودال وجود دارد که نه تنها باعث ناراحت ای ریگسرعت کیاز 

-یم قطعات خودرو یدگییقابل توجه سا شیبلکه افزا نانیسرنش

د نظر پاسخ مور ییتوانا دیفعال با قیتعل ستمیرو، س نیا از .شود

صاف و ناهموار را به منظور  یهامتفاوت در جاده یهابه رفتار

 یسوار تیفیرا داشته باشد. ک راحت یو رانندگ نانیسرنش یراحت

 قیتعل تمسیس ریتحت تاث یبه صورت قابل توجه هینقل لهیوس کی
طراح خودرو  کیاست.  دروها و سرعت خوسطح جاده یآن، زبر

 یراحط نیها کمک کند، بنابراجاده یبه بهبود سطح زبر تواندیم

 طیخوب با عملکرد لرزش مطلوب در شرا قیتعل ستمیس کی
ه شد لیتلف به فلسفه غالب در صنعت خودرو تبدمخ یهاجاده

حمل بدنه خودرو  فهیخودرو وظ قیتعل ستمی[. س01و05است ]

 یراحت نیبدنه خودرو و جاده، همچن نیب یروهاین یو انتقال تمام

 یمنیو ا یداریپا نیو همچن یسوار یمنیو مسافران، ا یرانندگ
مئن از مط یو رانندگ نانیسرنش یراحت [.06] باشدیخودرو م

 یکیاست.  یمهم و مورد توجه در صنعت خودروساز یپارامترها
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 لرزش ،یرانندگ تیفیو کاهش ک نانیسرنش یاز عوامل ناراحت

چرخ به بدنه  قیکه از طر باشدیجاده م یناهموار لیخودرو به دل
 هدنب یشتاب عمود اریمسافر با مع ی. راحتیگرددخودرو منتقل م

. شودیم یابیارز کیفرم لاست رییغت اریبا مع یرانندگ تیفیو ک

 یدگو رانن نیسرنش یبه راحت یابیامکان مناسب جهت دست کی
خودرو  قیتعل ستمیاست. س قیتعل ستمیمطمئن، استفاده از س

جاده به کار  یازناهموار یناش یهاحدف لرزش ایکاهش  یبرا

از  ینوسانات ناش ندارد تا حد امکا فهیو وظ شودیگرفته م

گردد، یها به بدنه منتقل مچرخ قیاده را که از طرج یناهموار
 یریخودرو جلوگ نانیدرخود جذب کرده و از انتقال ان به سرنش

 کی گردد. عملکرد نیتام نیسرنش یراحت لهیوس نیتا به ا دینما

به  یشامل فنر و دمپر است برا یکه به طور کل قیتعل ستمیس
. ردگییم مورد استفاده قرار یعمود شتابحداقل رساندن 

ارد د یها بستگبه آن قیتعل ستمیکه عملکرد س ییپارامترها

 است. هریو غ قیتعل ستمیدمپر، نوع س بیفنر، ضر یشامل سخت

 یحوزه لیسفر خودرو به طور معمول بر تحل یراحت یساز هیشب
فرکانس با فرض ثابت بودن سرعت خودرو استوار است. اما در 

 سرعت خودرو، فرکانس راتییغت لیبه دل یرانندگ یواقع طیشرا

 قیتعل ستمی. سکندیم رییاغتشاشات وارده به بدن انسان تغ
 یروهایو ن شودیم واربدنه خودرو بر آن س نکهیا لیخودرو به دل

ر د ییبسزا ریتاث کند،یوارده از طرف جاده را به بدنه منتقل م

 ایهستمیرابطه س نیخودرو دارد. در ا یریسفر و فرمانپذ یراحت

 یرپذیسفر و فرمان یفعال جهت بهبود همزمان راحت قیتعل
فعال، بسته به  قیتعل هایستمسی در. اندخودرو مطرح شده

مطلوب محاسبه و با استفاده از  یروین یعملکرد طیشرا

. گرددیجهت کاهش ارتعاشات خودرو اعمال م ییعملگرها
 طراحان یبرا زیکار چالش برانگ کی قیتعل ستمیس یطراح

و  دهیچیکنترل چندگانه، اهداف پ یرو از نظر پارامترهاخود

 ریاخ هایدر سال لیدل نهمیاست، به یاختلالات تصادف

 [.11انجام شده است ] نهیزم نیادر  یادیمطالعات ز

 

 مدلسازی سیستم تعلیق -2

 

هدف از این کار این است که یک مدل کامل خودرو را از جهت 

تجزیه و مورد کامل  به صورت خوش فرمانیراحتی سواری و 

در همین راستا گام به گام به مطالعه جزئیات  .قرار گیردنحلیل 
 تشکیل ماتریس فضای حالت سازی ریاضی و همچنینمدل

س ریتما حل تحلیلیجهت اعتبارسنجی مدل سیمولینک با راه

فضای حالت پرداخته شده است که در ادامه معادلات ریاضی 

سازی در ی حالت جهت شبیههای فضامدل و همچنین ماتریس

 .[11] سیمولینک اورده شده است
دهد درجه ازادی را نشان می 01مدل خودروی کامل با  0شکل

ا به عنوان هسیستم تعلیق و تایر شود.که برای این کار استفاده می

 شوند.گرفته می رظنسیستم فنر و دمپر در 
𝑀𝑤𝑙1ذکر است که  لازم به , 𝑀𝑤𝑟1 ,𝑀𝑤𝑙2 به ترتیب نشان  𝑀𝑤𝑟2 و

دهنده جرم چهار چرخ )جرم فنربندی نشده( و همچنین 

𝑀𝑐𝑔1 و 𝑀𝑐𝑎𝑏 ندی شده( کابین و شاسی به ترتیب جرم)جرم فنرب

,𝑍𝑤𝑙1علائم  باشند.می 𝑍𝑤𝑟1, 𝑍𝑤𝑙2و 𝑍𝑤𝑟2 دهنده جابجایی نشان
به ترتیب جابجایی  𝑍𝑐𝑎𝑏 و 𝑍𝑐𝑔1ها و همچنین عمودی چرخ

)رول و پیچ( به ترتیب   φ و θعمودی کابین و شاسی است.

طور مشابه علائم به است. yو  x چرخش کابین حول محورهای
𝜃1 𝐼𝑦𝑦. نشان دهنده رول و پیچ شاسی است 𝜑1  و  به  𝐼𝑥𝑥 و 

نین است ، همچ yو  xترتیب اینرسی کابین حول محورهای 

𝐼𝑦𝑦1 و 𝐼𝑥𝑥1  به ترتیب نشان دهنده اینرسی شاسی حول

دهنده پارامترهای سفتی و نشان علائم است. yو  xمحورهای 
 از: عبارتند هامیرایی چرخ

 𝐾𝑤𝑙1 , 𝐾𝑤𝑟1 , 𝐾𝑤𝑙2 , 𝐾𝑤𝑟2 ,𝐶𝑤𝑙1 و  𝐶𝑤𝑟1, 𝐶𝑤𝑙2, 𝐶𝑤𝑟2  
𝐾𝑠𝑙1همشابطوربه , 𝐾𝑠𝑟1 , 𝐾𝑠𝑙2 , 𝐾𝑠𝑟2 و 𝐶𝑠𝑙1, 𝐶𝑠𝑟1,𝐶𝑠𝑙2, 𝐶𝑠𝑟2 

 نیهمچن پارامترهای اصلی سفتی و میرایی سیستم تعلیق است
𝐾𝑠𝑠𝑙1 ,𝐾𝑠𝑠𝑟1 , 𝐾𝑠𝑠𝑙2 , 𝐾𝑠𝑠𝑟2 ,𝐶𝑠𝑠𝑙2 و  𝐶𝑠𝑠𝑟1, 𝐶𝑠𝑠𝑙2 , 𝐶𝑠𝑠𝑟2  نشان

 ترهای سفتی و میرایی سیستم تعلیق کابین هستند.دهنده پارام
های جلو و عقب از مرکز دهنده فاصله چرخنشان 𝑏 و 𝑎علائم 

های چپ و فاصله چرخ 𝑑 و 𝑐همچنین  کابین، (CG)گرانش

ی ها برای شاساین فاصله باشند.راست از مرکز گرانش کابین می
𝑎1با علائم  , 𝑏1 و 𝑐1, 𝑑1 شوند.یمشخص م 

 

 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 
 

 
 

 
 

    درجه آزادی خودرو 01مدل کامل  0شکل 
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 پارامترهای سیستم 0 جدول                

 
سازی قسمت دیر عددی پارامترهایی که در شبیهمقا 0جدول

 در کارهای این پارامترها دهد.می قبل اورده شده بود را نشان

  اند.توصیف شده [15-19]

معادلات حرکت برای مدل خودروی کامل نشان داده شده در 
  .استخراج شده است [01]در  0شکل 

به ترتیب معادلات حرکت ارتعاشی در جهت  0,1,0معادلات 

 باشند.کابین می عمودی، حرکت پیچ و حرکت رول

 
𝑀𝑐𝑎𝑏𝑍̈

𝑐𝑔 + 𝐾𝑠𝑠𝑙1 [𝑍𝑐𝑔 − 𝜃𝑎 + 𝜑𝑑

− (𝑍𝑐𝑔1 − 𝜃1𝑎1 + 𝜑1𝑑1)]

+ 𝐶𝑠𝑠𝑙1[𝑍̇
𝑐𝑔 − �̇�𝑎 + �̇�𝑑

− (𝑍̇
𝑐𝑔1 − �̇�1𝑎1 + �̇�1𝑑1)]

+ 𝐾𝑠𝑠𝑟1 [𝑍𝑐𝑔 − 𝜃𝑎 − 𝜑𝑐

− (𝑍𝑐𝑔1 − 𝜃1𝑎1 − 𝜑1𝑐1)]

+ 𝐶𝑠𝑠𝑟1[𝑍̇
𝑐𝑔 − �̇�𝑎 − �̇�𝑐

− (𝑍̇
𝑐𝑔1 − �̇�1𝑎1 − �̇�1𝑐1)]

+ 𝐾𝑠𝑠𝑙2 [𝑍𝑐𝑔 + 𝜃𝑏 + 𝜑𝑑

− (𝑍𝑐𝑔1 + 𝜃1𝑏1 + 𝜑1𝑑1)]

+ 𝐶𝑠𝑠𝑙2[𝑍̇
𝑐𝑔 + �̇�𝑏 + �̇�𝑑

− (𝑍̇
𝑐𝑔1 + �̇�1𝑏1 + �̇�1𝑑1)]

+ 𝐾𝑠𝑠𝑟2 [𝑍𝑐𝑔 + 𝜃𝑏 − 𝜑𝑐

− (𝑍𝑐𝑔1 + 𝜃1𝑏1 − 𝜑1𝑐1)]

+ 𝐶𝑠𝑠𝑟2[𝑍̇
𝑐𝑔 + �̇�𝑏 − �̇�𝑐

− (𝑍̇
𝑐𝑔1 + �̇�1𝑏1 − �̇�1𝑐1)] = 0 

      (0 ) 
𝐼𝑦𝑦(𝑐𝑎𝑏) �̈�𝑐𝑔 − 𝐾𝑠𝑠𝑙1 [𝑍𝑐𝑔 − 𝜃𝑎 + 𝜑𝑑 − (𝑍𝑐𝑔1 − 𝜃1𝑎1 +

𝜑1𝑑1)] × 𝑎 − 𝐶𝑠𝑠𝑙1[𝑍̇
𝑐𝑔 − �̇�𝑎 + �̇�𝑑 − (𝑍̇

𝑐𝑔1 − �̇�1𝑎1 +

�̇�1𝑑1)] × 𝑎 − 𝐾𝑠𝑠𝑟1 [𝑍𝑐𝑔 − 𝜃𝑎 − 𝜑𝑐 − (𝑍𝑐𝑔1 − 𝜃1𝑎1 −

𝜑1𝑐1)] × 𝑎 − 𝐶𝑠𝑠𝑟1[𝑍̇
𝑐𝑔 − �̇�𝑎 − �̇�𝑐 − (𝑍̇

𝑐𝑔1 − �̇�1𝑎1 −

�̇�1𝑐1)] × 𝑎 + 𝐾𝑠𝑠𝑙2[𝑍𝑐𝑔 + 𝜃𝑏 + 𝜑𝑑 − (𝑍𝑐𝑔1 + 𝜃1𝑏1 +

𝜑1𝑑1)] × 𝑏 + 𝐶𝑠𝑠𝑙2[𝑍̇
𝑐𝑔 + �̇�𝑏 + �̇�𝑑 − (𝑍̇

𝑐𝑔1 + �̇�1𝑏1 +

�̇�1𝑑1)] × 𝑏 + 𝐾𝑠𝑠𝑟2 [𝑍𝑐𝑔 + 𝜃𝑏 − 𝜑𝑐 − (𝑍𝑐𝑔1 + 𝜃1𝑏1 −

𝜑1𝑐1)] × 𝑏 + 𝐶𝑠𝑠𝑟2[𝑍̇
𝑐𝑔 + �̇�𝑏 − �̇�𝑐 − (𝑍̇

𝑐𝑔1 + �̇�1𝑏1 −

�̇�1𝑐1)] × 𝑏 = 0  

(1) 

𝐼𝑥𝑥(𝑐𝑎𝑏)�̈�𝑐𝑔 + 𝐾𝑠𝑠𝑙1 [𝑍𝑐𝑔 − 𝜃𝑎 + 𝜑𝑑 − (𝑍𝑐𝑔1 − 𝜃1𝑎1 +

𝜑1𝑑1)] × 𝑑 + 𝐶𝑠𝑠𝑙1 [𝑍̇
𝑐𝑔 − �̇�𝑎 + �̇�𝑑 − (𝑍̇

𝑐𝑔1 − �̇�1𝑎1 +

�̇�1𝑑1)] × 𝑑 − 𝐾𝑠𝑠𝑟1[𝑍𝑐𝑔 − 𝜃𝑎 − 𝜑𝑐 − (𝑍𝑐𝑔1 − 𝜃1𝑎1 −

𝜑1𝑐1)] × 𝑐 − 𝐶𝑠𝑠𝑟1[𝑍̇
𝑐𝑔 − �̇�𝑎 − �̇�𝑐 − (𝑍̇

𝑐𝑔1 − �̇�1𝑎1 −

�̇�1𝑐1)] × 𝑐 + 𝐾𝑠𝑠𝑙2 [𝑍𝑐𝑔 + 𝜃𝑏 + 𝜑𝑑 − (𝑍𝑐𝑔1 + 𝜃1𝑏1 +

𝜑1𝑑1)] × 𝑑 + 𝐶𝑠𝑠𝑙2 [𝑍̇
𝑐𝑔 + �̇�𝑏 + �̇�𝑑 − (𝑍̇

𝑐𝑔1 + �̇�1𝑏1 +

�̇�1𝑑1)] × 𝑑 − 𝐾𝑠𝑠𝑟2[𝑍𝑐𝑔 + 𝜃𝑏 − 𝜑𝑐 − (𝑍𝑐𝑔1 + 𝜃1𝑏1 −

𝜑1𝑐1)] × 𝑐 − 𝐶𝑠𝑠𝑟2[𝑍̇
𝑐𝑔 + �̇�𝑏 − �̇�𝑐 − (𝑍̇

𝑐𝑔1 + �̇�1𝑏1 −

�̇�1𝑐1)] × 𝑐 = 0  
 (0) 

جهت ترتیب معادلات حرکت ارتعاشی در به 9و  1، 0معادلات 
 باشند.عمودی، حرکت رول و حرکت پیچ برای شاسی می

𝑀𝑐𝑔1𝑍̈
𝑐𝑔1 − 𝐾𝑠𝑠𝑙1 [𝑍𝑐𝑔 − 𝜃𝑎 + 𝜑𝑑 − (𝑍𝑐𝑔1 − 𝜃1𝑎1 +

𝜑1𝑑1)] − 𝐶𝑠𝑠𝑙1[𝑍̇
𝑐𝑔 − �̇�𝑎 + �̇�𝑑 − (𝑍̇

𝑐𝑔1 − �̇�1𝑎1 +

�̇�1𝑑1)] − 𝐾𝑠𝑠𝑟1 [𝑍𝑐𝑔 − 𝜃𝑎 − 𝜑𝑐 − (𝑍𝑐𝑔1 − 𝜃1𝑎1 −

𝜑1𝑐1)] − 𝐶𝑠𝑠𝑟1[𝑍̇
𝑐𝑔 − �̇�𝑎 − �̇�𝑐 − (𝑍̇

𝑐𝑔1 − �̇�1𝑎1 −

�̇�1𝑐1)] − 𝐾𝑠𝑠𝑙2 [𝑍𝑐𝑔 + 𝜃𝑏 + 𝜑𝑑 − (𝑍𝑐𝑔1 + 𝜃1𝑏1 +

𝜑1𝑑1)] − 𝐶𝑠𝑠𝑙2[𝑍̇
𝑐𝑔 + �̇�𝑏 + �̇�𝑑 − (𝑍̇

𝑐𝑔1 + �̇�1𝑏1 +

�̇�1𝑑1)] − 𝐾𝑠𝑠𝑟2 [𝑍𝑐𝑔 + 𝜃𝑏 − 𝜑𝑐 − (𝑍𝑐𝑔1 + 𝜃1𝑏1 −

𝜑1𝑐1)] − 𝐶𝑠𝑠𝑟2[𝑍̇
𝑐𝑔 + �̇�𝑏 − �̇�𝑐 − (𝑍̇

𝑐𝑔1 + �̇�1𝑏1 −

�̇�1𝑐1)] + 𝐾𝑠𝑙1 [𝑍𝑐𝑔1 − 𝜃1𝑎1 + 𝜑1𝑑1 − 𝑍𝑤𝑙1 ] +

𝐶𝑠𝑙1[𝑍̇
𝑐𝑔1 − �̇�1𝑎1 + �̇�1𝑑1 − 𝑍̇

𝑤𝑙1] + 𝐾𝑠𝑟1[𝑍𝑐𝑔1 −

𝜃1𝑎1 − 𝜑1𝑐1 − 𝑍𝑤𝑟1] + 𝐶𝑠𝑟1[𝑍̇
𝑐𝑔1 − �̇�1𝑎1 − �̇�1𝑐1 −

𝑍̇
𝑤𝑟1] + 𝐾𝑠𝑙2 [𝑍𝑐𝑔1 + 𝜃1𝑏1 + 𝜑1𝑑1 − 𝑍𝑤𝑙2] +

𝐶𝑠𝑙2[𝑍̇
𝑐𝑔1 + �̇�1𝑏1 + �̇�1𝑑1 − 𝑍̇

𝑤𝑙2] + 𝐾𝑠𝑟2 [𝑍𝑐𝑔1 +

𝜃1𝑏1 − 𝜑1𝑐1 − 𝑍𝑤𝑟2] + 𝐶𝑠𝑟2[�̇�𝑐𝑔1 + �̇�1𝑏1 − �̇�1𝑐1 −

𝑍̇
𝑤𝑟2] = 0  

      (0) 
𝐼𝑦𝑦1�̈�1 + 𝐾𝑠𝑠𝑙1 [𝑍𝑐𝑔 − 𝜃𝑎 + 𝜑𝑑 − (𝑍𝑐𝑔1 − 𝜃1𝑎1 +

𝜑1𝑑1)] × 𝑎1 + 𝐶𝑠𝑠𝑙1 [𝑍̇
𝑐𝑔 − �̇�𝑎 + �̇�𝑑 − (𝑍̇

𝑐𝑔1 − �̇�1𝑎1 +

�̇�1𝑑1)] × 𝑎1 + 𝐾𝑠𝑠𝑟1[𝑍𝑐𝑔 − 𝜃𝑎 − 𝜑𝑐 − (𝑍𝑐𝑔1 − 𝜃1𝑎1 −

𝜑1𝑐1)] × 𝑎1 + 𝐶𝑠𝑠𝑟1[𝑍̇
𝑐𝑔 − �̇�𝑎 − �̇�𝑐 − (𝑍̇

𝑐𝑔1 − �̇�1𝑎1 −

�̇�1𝑐1)] × 𝑎1 − 𝐾𝑠𝑠𝑙2 [𝑍𝑐𝑔 + 𝜃𝑏 + 𝜑𝑑 − (𝑍𝑐𝑔1 + 𝜃1𝑏1 +

𝜑1𝑑1)] × 𝑏1 − 𝐶𝑠𝑠𝑙2[𝑍̇
𝑐𝑔 + �̇�𝑏 + �̇�𝑑 − (𝑍̇

𝑐𝑔1 + �̇�1𝑏1 +

�̇�1𝑑1)] × 𝑏1 − 𝐾𝑠𝑠𝑟2 [𝑍𝑐𝑔 + 𝜃𝑏 − 𝜑𝑐 − (𝑍𝑐𝑔1 + 𝜃1𝑏1 −

𝜑1𝑐1)] × 𝑏1 − 𝐶𝑠𝑠𝑟2[𝑍̇
𝑐𝑔 + �̇�𝑏 − �̇�𝑐 − (𝑍̇

𝑐𝑔1 + �̇�1𝑏1 −

�̇�1𝑐1)] × 𝑏1 − 𝐾𝑠𝑙1 [𝑍𝑐𝑔1 − 𝜃1𝑎1 + 𝜑1𝑑1 − 𝑍𝑤𝑙1 ] ×

𝑎1 − 𝐶𝑠𝑙1[𝑍̇
𝑐𝑔1 − �̇�1𝑎1 + �̇�1𝑑1 − 𝑍̇

𝑤𝑙1] × 𝑎1 −

𝐾𝑠𝑟1 [𝑍𝑐𝑔1 − 𝜃1𝑎1 − 𝜑1𝑐1 − 𝑍𝑤𝑟1] × 𝑎1 + 𝐶𝑠𝑟1[�̇�𝑐𝑔1 −

�̇�1𝑎1 − �̇�1𝑐1 − 𝑍̇
𝑤𝑟1] × 𝑎1 + 𝐾𝑠𝑙2 [𝑍𝑐𝑔1 + 𝜃1𝑏1 +

𝜑1𝑑1 − 𝑍𝑤𝑙2] × 𝑏1 + 𝐶𝑠𝑙2[𝑍̇
𝑐𝑔1 + �̇�1𝑏1 + �̇�1𝑑1 −

𝑍̇
𝑤𝑙2] × 𝑏1 + 𝐾𝑠𝑟2 [𝑍𝑐𝑔1 + 𝜃1𝑏1 − 𝜑1𝑐1 − 𝑍𝑤𝑟2] × 𝑏1 +

𝐶𝑠𝑟2[�̇�𝑐𝑔1 + �̇�1𝑏1 − �̇�1𝑐1 − 𝑍̇
𝑤𝑟2] × 𝑏1 = 0  

                    Parameter     Value                       Unit 
1    𝑀𝑤𝑙1 = 𝑀𝑤𝑟1 = 𝑀𝑤𝑙2 =
                        𝑀𝑤𝑟2  

60 𝑘𝑔  

2                   𝑀𝑐𝑎𝑏 , 𝑀𝑐𝑔1  1000  ,1200 𝑘𝑔  

3       𝐾𝑤𝑙1 = 𝐾𝑤𝑟1 = 𝐾𝑤𝑙2 =
                         𝐾𝑤𝑟2 

37000 𝑁
𝑚⁄  

4       𝐶𝑤𝑙1 = 𝐶𝑤𝑟1 = 𝐶𝑤𝑙2 =
                         𝐶𝑤𝑟2 

700 𝑁. 𝑠
𝑚⁄  

5        𝐾𝑠𝑙1 = 𝐾𝑠𝑟1 = 𝐾𝑠𝑙2 =
                         𝐾𝑠𝑟2 

55000 𝑁
𝑚⁄  

6         𝐶𝑠𝑙1 = 𝐶𝑠𝑟1 = 𝐶𝑠𝑙2 =
                         𝐶𝑠𝑟2 

4000  𝑁. 𝑠
𝑚⁄  

7       𝐾𝑠𝑠𝑙1 = 𝐾𝑠𝑠𝑟1 = 𝐾𝑠𝑠𝑙2 =
                         𝐾𝑠𝑠𝑟2  

67000 𝑁
𝑚⁄  

8        𝐶𝑠𝑠𝑙1 = 𝐶𝑠𝑠𝑟1 = 𝐶𝑠𝑠𝑙2 =
                         𝐶𝑠𝑠𝑟2 

6000  𝑁. 𝑠
𝑚⁄  

9                  𝑎 = 𝑏 , 𝑐 = 𝑑  1.1 , 1 𝑚 

10              𝑎1 = 𝑏1 , 𝑐1 = 𝑑1 1.5 , 1 𝑚 

11                    𝐼𝑥𝑥 = 𝐼𝑦𝑦 3200 , 800  𝑘𝑔. 𝑚2 

12                   𝐼𝑥𝑥1 = 𝐼𝑦𝑦1 4000 , 950  𝑘𝑔. 𝑚2 
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(1   )  

𝐼𝑥𝑥1�̈�1 − 𝐾𝑠𝑠𝑙1 [𝑍𝑐𝑔 − 𝜃𝑎 + 𝜑𝑑 − (𝑍𝑐𝑔1 − 𝜃1𝑎1 +

𝜑1𝑑1)] × 𝑑1 − 𝐶𝑠𝑠𝑙1[𝑍̇
𝑐𝑔 − �̇�𝑎 + �̇�𝑑 − (𝑍̇

𝑐𝑔1 − �̇�1𝑎1 +

�̇�1𝑑1)] × 𝑑1 + 𝐾𝑠𝑠𝑟1 [𝑍𝑐𝑔 − 𝜃𝑎 − 𝜑𝑐 − (𝑍𝑐𝑔1 − 𝜃1𝑎1 −

𝜑1𝑐1)] × 𝑐1 + 𝐶𝑠𝑠𝑟1[𝑍̇
𝑐𝑔 − �̇�𝑎 − �̇�𝑐 − (𝑍̇

𝑐𝑔1 − �̇�1𝑎1 −

�̇�1𝑐1)] × 𝑐1 − 𝐾𝑠𝑠𝑙2 [𝑍𝑐𝑔 + 𝜃𝑏 + 𝜑𝑑 − (𝑍𝑐𝑔1 + 𝜃1𝑏1 +

𝜑1𝑑1)] × 𝑑1 − 𝐶𝑠𝑠𝑙2[𝑍̇
𝑐𝑔 + �̇�𝑏 + �̇�𝑑 − (𝑍̇

𝑐𝑔1 + �̇�1𝑏1 +

�̇�1𝑑1)] × 𝑑1 + 𝐾𝑠𝑠𝑟2 [𝑍𝑐𝑔 + 𝜃𝑏 − 𝜑𝑐 − (𝑍𝑐𝑔1 + 𝜃1𝑏1 −

𝜑1𝑐1)] × 𝑐1 + 𝐶𝑠𝑠𝑟2[𝑍̇
𝑐𝑔 + �̇�𝑏 − �̇�𝑐 − (𝑍̇

𝑐𝑔1 + �̇�1𝑏1 −

�̇�1𝑐1)] × 𝑐1 + 𝐾𝑠𝑙1 [𝑍𝑐𝑔1 − 𝜃1𝑎1 + 𝜑1𝑑1 − 𝑍𝑤𝑙1 ] ×

𝑑1 + 𝐶𝑠𝑙1[𝑍̇
𝑐𝑔1 − �̇�1𝑎1 + �̇�1𝑑1 − 𝑍̇

𝑤𝑙1] × 𝑑1 −

𝐾𝑠𝑟1 [𝑍𝑐𝑔1 − 𝜃1𝑎1 − 𝜑1𝑐1 − 𝑍𝑤𝑟1] × 𝑐1 + 𝐶𝑠𝑟1[�̇�𝑐𝑔1 −

�̇�1𝑎1 − �̇�1𝑐1 − 𝑍̇
𝑤𝑟1] × 𝑐1 + 𝐾𝑠𝑙2 [𝑍𝑐𝑔1 + 𝜃1𝑏1 +

𝜑1𝑑1 − 𝑍𝑤𝑙2] × 𝑑1 + 𝐶𝑠𝑙2[𝑍̇
𝑐𝑔1 + �̇�1𝑏1 + �̇�1𝑑1 −

𝑍̇
𝑤𝑙2] × 𝑑1 − 𝐾𝑠𝑟2 [𝑍𝑐𝑔1 + 𝜃1𝑏1 − 𝜑1𝑐1 − 𝑍𝑤𝑟2] × 𝑐1 −

𝐶𝑠𝑟2[�̇�𝑐𝑔1 + �̇�1𝑏1 − �̇�1𝑐1 − 𝑍̇
𝑤𝑟2] × 𝑐1 = 0  

    (9) 

-تعاشی برای چرخبه ترتیب معادلات حرکت ار 5و  1معادلات 

 باشند.می های چپ و راست محور جلو

𝑀𝑤𝑙1𝑍̈
𝑤𝑙1 − 𝐾𝑠𝑙1 (𝑍𝑐𝑔1 − 𝜃1𝑎1 + 𝜑1𝑑1 − 𝑍𝑤𝑙1) −

𝐶𝑠𝑙1(𝑍̇
𝑐𝑔1 − �̇�1𝑎1 + �̇�1𝑑1 − 𝑍̇

𝑤𝑙1) + 𝐾𝑤𝑙1
(𝑍𝑤𝑙1 −

𝑍𝑟𝑙1
) + 𝐶𝑤𝑙1(𝑍̇

𝑤𝑙1 − 𝑍̇
𝑟𝑙1) = 0  

(1 )  

 
𝑀𝑤𝑟1𝑍̈

𝑤𝑟1 − 𝐾𝑠𝑟1 (𝑍𝑐𝑔1 − 𝜃1𝑎1 − 𝜑1𝑐1 − 𝑍𝑤𝑟1) −

𝐶𝑠𝑟1(𝑍̇
𝑐𝑔1 − �̇�1𝑎1 − �̇�1𝑐1 − 𝑍̇

𝑤𝑟1)+ 𝐾𝑤𝑟1
(𝑍𝑤𝑟1 −

𝑍𝑟𝑟1
) + 𝐶𝑤𝑟1(𝑍̇

𝑤𝑟1 − 𝑍̇
𝑟𝑟1)= 0  

(5) 

به ترتیب معادلات حرکت ارتعاشی  01و  6معادلات چنین هم
 باشند.می برای چرخ های چپ و راست محورعقب

𝑀𝑤𝑙2𝑍̈
𝑤𝑙2 − 𝐾𝑠𝑙2 (𝑍𝑐𝑔1 + 𝜃1𝑏1 + 𝜑1𝑑1 − 𝑍𝑤𝑙2) −

𝐶𝑠𝑙2(𝑍̇
𝑐𝑔1 + �̇�1𝑏1 + �̇�1𝑑1 − 𝑍̇

𝑤𝑙2) + 𝐾𝑤𝑙2
(𝑍𝑤𝑙2 −

𝑍𝑟𝑙2
) + 𝐶𝑤𝑙2(𝑍̇

𝑤𝑙2 − 𝑍̇
𝑟𝑙2) = 0  

(6) 
𝑀𝑤𝑟2𝑍̈

𝑤𝑟2 − 𝐾𝑠𝑟2 (𝑍𝑐𝑔1 + 𝜃1𝑏1 − 𝜑1𝑐1 − 𝑍𝑤𝑟2) −

𝐶𝑠𝑟2(𝑍̇
𝑐𝑔1 + �̇�1𝑏1 − �̇�1𝑐1 − 𝑍̇

𝑤𝑟2) + 𝐾𝑤𝑟2
(𝑍𝑤𝑟2 −

𝑍𝑟𝑟2
) + 𝐶𝑤𝑟2(𝑍̇

𝑤𝑟2 − 𝑍̇
𝑟𝑟2)= 0  

(01)  

های مهم و اصلی در این کار به شمار سازی یکی از قسمتشبیه

سازی مدل کامل خودرو با استفاده در این کار برای شبیه رود.می

است از فضای حالت  از معادلات ریاضی که در قبل آورده شده
 شده است. استفاده 

ت در حوزه لاپلاس نوشته شده و سازی، معادلاابتدا برای شبیه

آورده  (00) در زیرکه ( S)ماتریس  سپس به صورت ماتریس
 است. شده

S=

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝐴1 𝐴2 𝐴3
𝐵1 𝐵2 𝐵3
𝐶1 𝐶2 𝐶3

    
𝐴4 𝐴5 𝐴6
𝐵4 𝐵5 𝐵6
𝐶4 𝐶5 𝐶6

    
𝐴7 𝐴8 𝐴9
𝐵7 𝐵8 𝐵9
𝐶7 𝐶8 𝐶9

    
𝐴10
𝐵10
𝐶10

𝐷1 𝐷2 𝐷3
𝐸1 𝐸2 𝐸3
𝐹1 𝐹2 𝐹3

    
𝐷4 𝐷5 𝐷6
𝐸4 𝐸5 𝐸6
𝐹4 𝐹5 𝐹6

    
𝐷7 𝐷8 𝐷9
𝐸7 𝐸7 𝐸9
𝐹7 𝐹8 𝐹9

    
𝐷10
𝐸10
𝐹10

𝐺1 𝐺2 𝐺3
𝐻1 𝐻2 𝐻3
𝐼1 𝐼2 𝐼3

    
𝐺4 𝐺5 𝐺6
𝐻4 𝐻5 𝐻6
𝐼4 𝐼5 𝐼6

    
𝐺7 𝐺8 𝐺9
𝐻7 𝐻8 𝐻9
𝐼7 𝐼8 𝐼9

    
𝐺10
𝐻10
𝐼10

𝐽1 𝐽2     𝐽3   𝐽4     𝐽5    𝐽6      𝐽7   𝐽8       𝐽9 𝐽10 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

(00) 

 باشند.در پیوست موجود می 10Jتا  1Aکه موارد 

دینامیک خودرو را  Sهمانطور که در قبل اشاره شد ماتریس 

دهد که برای ورودی اغتشاشی از سوی جاده و همچنین نشان می

ورودی کنترلی، حرکت جابجایی عمودی، پیچ و رول بدنه و 
 ها به صورت زیرشاسی و همچنین حرکت جابجایی عمودی چرخ

 سازی شده است.شبیه (01)

[𝑆10×10
]

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑍𝑐𝑎𝑏

𝜃
𝜑

𝑍𝑐𝑔1

𝜃1

𝜑1

𝑍𝑤𝑙1

𝑍𝑤𝑟1

𝑍𝑤𝑙2

𝑍𝑤𝑟2]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

= [𝑅10×4
] [

𝑍𝑟𝑙1

𝑍𝑟𝑟1

𝑍𝑟𝑙2

𝑍𝑟𝑟2

] + [𝑈10×4
] [

𝑢𝑠𝑠𝑙1

𝑢𝑠𝑠𝑟1
𝑢𝑠𝑠𝑙2

𝑢𝑠𝑠𝑟2

] 

    (01) 
ها و ماتریس ورودی اغتشاشی از سوی جاده به چرخ Rماتریس 

U باشد. حال با ضرب معکوس ماتریس ترلی مینیز ورودی کنS 

توان مقادیر ارتعاشات تمام اجزای می Uو  Rهای در ماتریس
های جاده و همچنین تاثیر خودرو را در مواجهه با ناهمواری

کننترلرها را بر روی نوسانات مشاهده کرد. در این کار تمام 

ط معادلات به صورت فضای حالت در امده است و سپس در محی

سازی مورد استفاده قرار گرفته است. به سیمولینک جهت شبیه
محیط سیمولینک  این صورت که با توجه به اجزای اورده شده در

 (car)سازی خودرو سازی قسمت مربوط به شبیهجهت شبیه

 و همچنین Rدر ماتریس  Sمربوط به ضرب معکوس ماتریس 
کوس مربوط به حاصل ضرب مع (actuator)قسمت عملگرها 

توان که همانطور که اشاره شد می است. Uدر ماتریس  Sماتریس 

های مختلف بدنه و شاسی خودرو را در هنگام نوسانات حرکت
های جاده مشاهده کرد وجود عملگرها و برخورد با ناهمواری

جهت فعال نمودن سیستم تعلیق و استفاده  Uدرواقع ماتریس 

هش دامنه نوسانات از کنترلر جهت بهبود کیفیت سواری وکا

 است.
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در این کار از سیمولینک برای شبیه سازی ارتعاشات استفاده 

 معادلات دیفرانسیل با استفاده از تابع شده است.

“ode45”(Dormand-Prince)  اندحل شده. 
مدل سیمولینک براساس معادلات دیفراسیل اورده شده در 

  .نشان داده شده است 1قسمت قبل در شکل 

 
 

مدل در نظر گرفته شده برای  ،ررسی سیستم تعلیق فعالدر ب
 .باشدجاده بسیار حائز اهمیت می

نیز مشخص است در این کار پروفیل  0همانطور که در شکل

های سطح جاده با چند تابع هارمونی )مجموع چهار ناهمواری
باشد( که هرتز می 5و1،9،1های تابع سینوسی با فرکانس

شبیه سازی  ،انسان اذیت کننده است ها برایهای آنفرکانس

 شده است. 

)سطح جاده(  فرمول تابع هارمونی که به عنوان ورودی اغتشاشی
در این کار مورد استفاده قرار گرفته است به صورت زیر است. 

همانطور که در معادلات زیر نیز مشخص است برای آن که تحلیل 

شاشی به هر جامعی از ارتعاشات خودرو داشته باشیم ورودی اغت
نی معی ها نامتقارن است به این معنی که تاخیر زمانییک از چرخ

 ها در مواجهه با ناهمواری سطح جاده وجود دارد.بین تمام چرخ
 برای چرخ جلو سمت چپ:

𝐼𝑛𝑝𝑢𝑡   
= sin10𝜋
+ sin12𝜋 + sin14𝜋
+ sin16𝜋                                                                        

 برای چرخ جلو سمت راست:

𝐼𝑛𝑝𝑢𝑡 = sin(10𝜋 − 0.15𝑡)
+ sin(12𝜋 − 0.15𝑡) + sin(14𝜋
− 0.15𝑡) + sin(16𝜋 − 0.15𝑡)  

 

 برای چرخ عقب سمت چپ:

𝐼𝑛𝑝𝑢𝑡 = sin(10𝜋 − 0.55𝑡)
+ sin(12𝜋 − 0.55𝑡) + sin(14𝜋
− 0.55𝑡) + sin(16𝜋 − 0.55𝑡)  

 

 چرخ عقب سمت راست: برای
𝐼𝑛𝑝𝑢𝑡 = sin(10𝜋 − 0.70𝑡)

+ sin(12𝜋 − 0.70𝑡) + sin(14𝜋
− 0.70𝑡) + sin(16𝜋 − 0.70𝑡)  

 

 
 پروفیل ناهمواری جاده 0 شکل

 

 کنندهطراحی کنترل -3

 

  PIDکنترلر  -3-0
 

گرالی و انت این نوع کنترلر از ترکیب موازی سه کنترلر تناسبی،
 کنترلر در صنایع ترین نوعشود و متداولگیر ایجاد میمشتق

ترکیبی از سه کنترلری است که در بالا  PIDکنترلر  .باشدمی

بسیار مورد توجه و استفاده است  PIDکنترلر  است.آورده شده
برد. که های سه کنترلر قبلی بهره میچرا که از تمام ویژگی

هش کا Offsetدر کنار  Pتر شدن به علت وجود کنترلر سریع

 یافته یا صفر شده به خاطر ترکیب کنترلرهای مشتقی و انتگرالی.
 

 
 PIDکنترلر 0شکل 

 

قصد داریم نتایج را با تغییر در پارامترهای سیستم  بخشدر این 

همانطور  ،و تطبیقی باهم مقایسه کنیم PIDبرای هر دو کنترلر 
که قبلا هم اشاره شد کنترلگری که دارای بهره ثابت نباشد 

لر تطبیقی است و نتایج حاصل از این کنترلگر  چون که کنتر

درجه  01مدل سیمولینک سیستم کامل با  1شکل 

 آزادی
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فقط با توجه به ورودی و خروجی سیستم عملکرد خود را تطبیق 

دهد پس با پارامترهای خود سیستم کاری ندارد و در صورت می
وجود عدم قطعیت نیز تغییری در تنایج ایجاد نخواهد شد اما 

 ترهای سیستم تنظیماز انجایی که با توجه به پارام PIDگر لکنتر

رود در حضور عدم قطعیت عملکرد مطلوب شده است انتظار می
نتایج و  و همچنین نتایج قبل از تغییر در وزن را نداشته باشد.

 مقایسه این دو کنترلر در ادامه اورده شده است.

 

 تطبیقی کنترلر -3-2
 

استفاده شده  (00) برای طراحی کنترلر تطبیقی از معادلات زیر

  .است

𝑈 = (𝐾𝑝𝐸 +
𝐾𝑖

𝑠
𝐸 − 𝑠𝐾𝑑𝑦𝑝) 

𝐾𝑝 = (
−𝛾𝑝

𝑠
)𝜀 (

𝑠

𝑎0𝑠
2 + 𝑎𝑚1𝑠 + 𝑎𝑚2

)𝑒 

𝐾𝑖 = (
−𝛾𝑖

𝑠
)𝜀 (

1

𝑎0𝑠
2 + 𝑎𝑚1𝑠 + 𝑎𝑚2

)𝑒 

𝐾𝑑 = (
𝛾𝑑

𝑠
) 𝜀 (

𝑠2

𝑎0𝑠
2 + 𝑎𝑚1 𝑠 + 𝑎𝑚2

)𝑌𝑝 

        (00) 

 

 
 سیمولینک کنترلر تطبیقیمدل  1شکل 

 

همانطور که قبلا نیز اشاره شد همواره در مسائل کنترلی خطای 

مدلسازی وجود دارد همچنین افزایش یا کاهش تعداد سرنشینان 
و بار بر روی بدنه خودرو )مجموع وزن سرنشینان و بار حدود 

ست( و نیز تغییر در کیلوگرم بر وزن خودرو افزوده شده ا 511

دیگر پارامترهای سیستم مانند فرسودگی فنرها تغییر تایرها یا 

تغییر در باد تایرها که موجب تغییر در مقدار سفتی تایر و در 
شود امری اجتناب ناپذیر نتیجه تغییر پارامترهای سیستم می

در مواجه  PIDشود کنترلر همانطور که در ادامه دیده می است.

ییرات عملکرد مطلوبی نداشته و دیگر کارایی لازم را در با این تغ
کاهش دامنه ارتعاشات ندارد اما کنترلر تطبیقی به خوبی کار 

امنه ارتعاشات انجام داده و به طور مطلوبی دخود را در کاهش 

تغییر در پارامترهای سیستم  و همچنینموجب کاهش دامنه 

  شود.می
 

 بحث و نتایج -4

 

به نمودارها به مقایسه عملکرد هر دو نوع در ادامه با توجه 

 و تطبیقی پرداخته شده است. PIDکنترلر 

 
 ارتعاشات جابجایی حرکت عمودی کابین 1شکل           

 
 )پیچ( کابین yارتعاشات جابجایی حرکت حول محور  9شکل          

 
   )رول(  x ارتعاشات جابجایی حرکت حول محور  1شکل           

 کابین
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 ارتعاشات سرعت حرکت عمودی کابین 5شکل        

 
 )پیچ( کابین yارتعاشات سرعت حرکت حول محور  6شکل        

 
 )رول( کابین xارتعاشات سرعت حرکت حول محور  01شکل         

 

 
 ارتعاشات شتاب حرکت عمودی کابین 00شکل    

 
)پیچ(  y ارتعاشات شتاب حرکت حول محور 01شکل              

 کابین

 )رول( کابین xارتعاشات شتاب حرکت حول محور  00شکل         
 

نمودارها نیز مشخص است و مقایسه دامنه  ازهمانطور که 

زمانی که تغییری در پارامترهای سیستم  PIDنمودارهای کنترلر 
نداریم با زمانی که در سیستم عدم قطعیت وجود دارد نشان 

با وجود عدم قطعیت وزن در  PIDلر دهنده این است که کنتر

خودرو عملکرد مطلوبی نداشته و دامنه ارتعاشات بدنه خودرو 

شود و این خود نشان دهنده ناکارا بودن کنترلگرهای زیاد می
PID های در زمان وجود عدم قطعیت به دلیل ثابت بودن بهره

کنترلی است و این عدم قطعیت )وزن و...( با توجه به کارایی و 

ستفاده سیستم )خودرو( که با توجه به افزایش یا کاهش ا
همچنین تغییر در دیگر  سرنشینان یا بار بر روی خودرو و

پارامترها انکار ناپذیر بوده لذا برای رفع این مشکل به 

کنترلگرهایی نیاز است که دارای پارامترهای ثابت نبوده و قدرت 

 نمودارهای فوق تطابق با تغییرات را داشته باشد. انچه که از
آید این است که کنترلر تطبیقی با وجود عدم قطعیت در برمی

تغییری  در واقع هیچ وزن خودرو نیز دارای عملکرد خوبی است و

در دامنه نوسانات با توجه به تغییر در پارامترهای سیستم ایجاد 
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 ردهک شود و به شکل بسیار مطلوبی دامنه ارتعاشات را کنترلنمی

 دهد.هش میکارا آنو 
و  PIDحال در ادامه به تحلیل خطای حاصله بین دو کنترلر 

 ، همچنین(z) عمودی حرکت جابجاییتطبیقی برای سه پارامتر 

 (φ) جابجایی حرکت رول بدنه خودروو  (θ) جابجایی حرکت پیچ
  شود.جایی، سرعت و شتاب پرداخته میدر سه فیدبک جابه

 

 
 

و تطبیقی برای  PIDنترلر دو ک خطای حاصله بین 00شکل 

 (z) عمودی حرکت جابجایی

 
 حرکت جابجایی، کمترین میزان خطا برای 00مطابق شکل 

ایی جترتیب مربوط به فیدبک سرعت، فیدبک جابهبه (z) عمودی

باشد، که این امر حاکی از عملکرد ضعیف و فیدبک شتاب می

 (z) یعمود حرکت جابجاییدر فیدبک شتاب برای  PIDکنترلر 
 باشد. می

 

 
جابجایی و تطبیقی برای  PIDخطای حاصله بین دو کنترلر  01شکل 

 (θ) حرکت پیچ

 

جابجایی ، کمترین میزان خطا برای 01همچنین مطابق شکل 

تاب سرعت، فیدبک ش ترتیب مربوط به فیدبکبه (θ) حرکت پیچ
عیف ض از عملکرد باشد، که این امر حاکیجایی میو فیدبک جابه

 (θ) جابجایی حرکت پیچجایی برای در فیدبک جابه PIDترلر کن

  باشد.می

 
 

جابجایی و تطبیقی برای  PIDخطای حاصله بین دو کنترلر  09شکل 

 (φ) رول بدنه خودروحرکت 

 

جابجایی ، کمترین میزان خطا برای 09همچنین مطابق شکل 

ترتیب مربوط به فیدبک سرعت، به (φ) حرکت رول بدنه خودرو

باشد، که این امر حاکی از جایی و فیدبک شتاب مییدبک جابهف
جابجایی در فیدبک شتاب برای  PIDعملکرد ضعیف کنترلر 

 باشد. می (φ) حرکت رول بدنه خودرو

توان استنباط نمود که فیدبک سرعت طور کلی طبق نتایج میبه

ن باشد، همچنیبهترین عملکرد را در سه فیدبک ذکر شده دارا می
ن دو کنترلر طراحی شده، کنترلر تطبیقی کارکرد بسیار بهتری بی

جایی، سرعت و شتاب در سه فیدبک جابه PIDنسبت به کنترلر 

 باشد. دارا می
 

 گیرینتیجه -5

 

درجه  01آنچه که در این کار انجام شده است شبیه سازی مدل 

و تطبیقی  PIDآزادی )کامل( خودرو و طراحی دو نوع کنترلر 
ارتعاشات وارده بر خودرو در سه فیدبک جابجایی،  جهت کاهش

سازی جاده از مجموع چهار باشد. برای شبیهسرعت و شتاب می

باشد، استفاده شده است، فرکانسی که برای بدن آزاردهنده می

تر، ورودی اغتشاشی به هریک از طوری که برای تحلیل کاملبه
 بت در نظر گرفتهتایرها به صورت نامتقارن و با تاخیر زمانی ثا

 شده است.

وجود عدم قطعیت باعث شده است که دامنه  نتایج، با توجه به
 مطلوبی را در و عملکرد یابدافزایش  PIDارتعاشات کنترلگر 

طوری که این افزایش بهباشد، کاهش وکنترل ارتعاشات نداشته 

عمودی تقریبا ثابت بوده و  دامنه ارتعاشات برای جابجایی حرکت

برابر و  1/1برای جابجایی حرکت پیچ و  محسوسی نداشتهتغییر 
 شدهبرابر  0/0برای جابجایی حرکت رول بدنه خودرو همچنین 

های سرعت حرکت ،افزایش دامنه ارتعاشاتبا همچنین  است.

 برابر شده است. 1/0و  0/1، 0/0پیچ و رول به ترتیب  عمودی،
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ر ه و تغییدامنه شتاب حرکت عمودی تقریبا ثابت بودهمچنین 

برابر  0/1دامنه شتاب برای حرکت پیچ و محسوسی نداشته 

. با برابر شده است 9/0دامنه شتاب برای حرکت رول  همچنین
توجه به نتایج حاصل شده، وجود عدم قطعیت در خودرو باعث 

عملکرد خوبی نداشته باشد این درحالی   PIDشود که کنترلرمی

ه بهتری داشته و دامن است که کنترلر تطبیقی عملکرد خیلی
 دهد.ای کاهش میمقدار قابل توجهارتعاشات بدنه خودرو را به

 
 پیوست -6

 
𝐴1 = (𝑀𝑐𝑎𝑏𝑆

2 + 𝐶𝑠𝑠𝑙1𝑆 + 𝐾𝑠𝑠𝑙1 + 𝐶𝑠𝑠𝑟1𝑆 + 𝐾𝑠𝑠𝑟1

+ 𝐶𝑠𝑠𝑙2𝑆 + 𝐾𝑠𝑠𝑙2 + 𝐶𝑠𝑠𝑟2𝑆
+ 𝐾𝑠𝑠𝑟2

)𝑍𝑐𝑎𝑏 

𝐴2 = (−𝐶𝑠𝑠𝑙1𝑎𝑆 − 𝐾𝑠𝑠𝑙1𝑎 − 𝐶𝑠𝑠𝑟1𝑎𝑆 − 𝐾𝑠𝑠𝑟1𝑎
+ 𝐶𝑠𝑠𝑙2𝑏𝑆 + 𝐾𝑠𝑠𝑙2𝑏 + 𝐶𝑠𝑠𝑟2𝑏𝑆
+ 𝐾𝑠𝑠𝑟2𝑏)𝜃 

𝐴3 = (𝐶𝑠𝑠𝑙1𝑑𝑆 + 𝐾𝑠𝑠𝑙1𝑑 − 𝐶𝑠𝑠𝑟1𝑐𝑆 − 𝐾𝑠𝑠𝑟1 𝑐 + 𝐶𝑠𝑠𝑙2𝑑𝑆
+ 𝐾𝑠𝑠𝑙2𝑑 − 𝐶𝑠𝑠𝑟2𝑐𝑆 − 𝐾𝑠𝑠𝑟2𝑐)𝜑 

𝐴4 = (−𝐶𝑠𝑠𝑙1𝑆 − 𝐾𝑠𝑠𝑙1 − 𝐶𝑠𝑠𝑟1𝑆 − 𝐾𝑠𝑠𝑟1 − 𝐶𝑠𝑠𝑙2𝑆
− 𝐾𝑠𝑠𝑙2 − 𝐶𝑠𝑠𝑟2𝑆 − 𝐾𝑠𝑠𝑟2

)𝑍𝑐𝑔1 

𝐴5 = (𝐶𝑠𝑠𝑙1𝑎1𝑆 + 𝐾𝑠𝑠𝑙1𝑎1 + 𝐶𝑠𝑠𝑟1𝑎1𝑆 + 𝐾𝑠𝑠𝑟1𝑎1

− 𝐶𝑠𝑠𝑙2𝑏1𝑆 − 𝐾𝑠𝑠𝑙2𝑏1 − 𝐶𝑠𝑠𝑟2𝑏1𝑆
− 𝐾𝑠𝑠𝑟2𝑏1

)𝜃1  

𝐴6 = (−𝐶𝑠𝑠𝑙1𝑑1𝑆−𝐾𝑠𝑠𝑙1𝑑1 + 𝐶𝑠𝑠𝑟1𝑐1𝑆+ 𝐾𝑠𝑠𝑟1 𝑐1

− 𝐶𝑠𝑠𝑙2𝑑1𝑆 − 𝐾𝑠𝑠𝑙2𝑑1 + 𝐶𝑠𝑠𝑟2𝑐1𝑆
+ 𝐾𝑠𝑠𝑟2𝑐1

)𝜑1 

𝐴7 = 𝐴8 = 𝐴9 = 𝐴10 = 0 

𝐵1 = (−𝐶𝑠𝑠𝑙1𝑎𝑆 − 𝐾𝑠𝑠𝑙1𝑎 − 𝐶𝑠𝑠𝑟1𝑎𝑆 − 𝐾𝑠𝑠𝑟1𝑎
+ 𝐶𝑠𝑠𝑙2𝑏𝑆 + 𝐾𝑠𝑠𝑙2𝑏 + 𝐶𝑠𝑠𝑟2𝑏𝑆
+ 𝐾𝑠𝑠𝑟2𝑏)𝑍𝑐𝑎𝑏 

𝐵2 = (𝐼𝑦𝑦𝑆
2 + 𝐶𝑠𝑠𝑙1𝑎

2𝑆 + 𝐾𝑠𝑠𝑙1𝑎2 + 𝐶𝑠𝑠𝑟1𝑎2𝑆

+ 𝐾𝑠𝑠𝑟1𝑎2 + 𝐶𝑠𝑠𝑙2𝑏
2𝑆 + 𝐾𝑠𝑠𝑙2𝑏2

+ 𝐶𝑠𝑠𝑟2𝑏
2𝑆  + 𝐾𝑠𝑠𝑟2𝑏2)𝜃 

𝐵3 = (−𝐶𝑠𝑠𝑙1𝑎𝑑𝑆 − 𝐾𝑠𝑠𝑙1𝑎𝑑 + 𝐶𝑠𝑠𝑟1𝑎𝑐𝑆 + 𝐾𝑠𝑠𝑟1𝑎𝑐
+ 𝐶𝑠𝑠𝑙2𝑏𝑑𝑆 + 𝐾𝑠𝑠𝑙2𝑏𝑑 − 𝐶𝑠𝑠𝑟2𝑏𝑐𝑆
− 𝐾𝑠𝑠𝑟2𝑏𝑐)𝜑  

𝐵4 = (𝐶𝑠𝑠𝑙1𝑎𝑆 + 𝐾𝑠𝑠𝑙1𝑎 + 𝐶𝑠𝑠𝑟1𝑎𝑆 + 𝐾𝑠𝑠𝑟1𝑎 − 𝐶𝑠𝑠𝑙2𝑏𝑆
− 𝐾𝑠𝑠𝑙2𝑏 − 𝐶𝑠𝑠𝑟2𝑏𝑆 − 𝐾𝑠𝑠𝑟2𝑏)𝑍𝑐𝑔1 

𝐵5 = (−𝐶𝑠𝑠𝑙1𝑎1𝑎𝑆 − 𝐾𝑠𝑠𝑙1𝑎1𝑎 − 𝐶𝑠𝑠𝑟1𝑎1𝑎𝑆 − 𝐾𝑠𝑠𝑟1𝑎1𝑎
− 𝐶𝑠𝑠𝑙2𝑏1𝑏𝑆 − 𝐾𝑠𝑠𝑙2𝑏1𝑏 − 𝐶𝑠𝑠𝑟2𝑏1𝑏𝑆
− 𝐾𝑠𝑠𝑟2𝑏1𝑏)𝜃1 

𝐵6 = (𝐶𝑠𝑠𝑙1𝑑1𝑎𝑆 + 𝐾𝑠𝑠𝑙1𝑑1𝑎 − 𝐶𝑠𝑠𝑟1𝑐1𝑎𝑆 − 𝐾𝑠𝑠𝑟1𝑐1𝑎
− 𝐶𝑠𝑠𝑙2𝑑1𝑏𝑆 − 𝐾𝑠𝑠𝑙2𝑑1𝑏 + 𝐶𝑠𝑠𝑟2𝑐1𝑏𝑆
+ 𝐾𝑠𝑠𝑟2𝑐1𝑏)𝜑1 

𝐵7 = 𝐵8 = 𝐵9 = 𝐵10 = 0 

𝐶1 = (𝐶𝑠𝑠𝑙1𝑑𝑆 + 𝐾𝑠𝑠𝑙1𝑑 − 𝐶𝑠𝑠𝑟1𝑐𝑆 − 𝐾𝑠𝑠𝑟1 𝑐 + 𝐶𝑠𝑠𝑙2𝑑𝑆
+ 𝐾𝑠𝑠𝑙2𝑑 − 𝐶𝑠𝑠𝑟2𝑐𝑆 − 𝐾𝑠𝑠𝑟2𝑐)𝑍𝑐𝑎𝑏 

𝐶2 = (−𝐶𝑠𝑠𝑙1𝑎𝑑𝑆 − 𝐾𝑠𝑠𝑙1𝑎𝑑 + 𝐶𝑠𝑠𝑟1𝑎𝑐𝑆 + 𝐾𝑠𝑠𝑟1𝑎𝑐
+ 𝐶𝑠𝑠𝑙2𝑏𝑑𝑆 + 𝐾𝑠𝑠𝑙2𝑏𝑑 − 𝐶𝑠𝑠𝑟2𝑏𝑐𝑆
− 𝐾𝑠𝑠𝑟2𝑏𝑐)𝜃 

𝐶3 = (𝐼𝑥𝑥𝑆
2 + 𝐶𝑠𝑠𝑙1𝑑

2𝑆 + 𝐾𝑠𝑠𝑙1𝑑2 + 𝐶𝑠𝑠𝑟1𝑐
2𝑆

+ 𝐾𝑠𝑠𝑟1𝑐2 + 𝐶𝑠𝑠𝑙2𝑑
2𝑆 + 𝐾𝑠𝑠𝑙2𝑑2

+ 𝐶𝑠𝑠𝑟2𝑐
2𝑆  + 𝐾𝑠𝑠𝑟2𝑐2)𝜑  

𝐶4 = (−𝐶𝑠𝑠𝑙1𝑑𝑆 − 𝐾𝑠𝑠𝑙1𝑑 + 𝐶𝑠𝑠𝑟1𝑐𝑆 + 𝐾𝑠𝑠𝑟1𝑐
− 𝐶𝑠𝑠𝑙2𝑑𝑆 − 𝐾𝑠𝑠𝑙2𝑑 + 𝐶𝑠𝑠𝑟2𝑐𝑆
+ 𝐾𝑠𝑠𝑟2𝑐)𝑍𝑐𝑔1 

𝐶5 = (𝐶𝑠𝑠𝑙1𝑎1𝑑𝑆 + 𝐾𝑠𝑠𝑙1𝑎1𝑑 − 𝐶𝑠𝑠𝑟1𝑎1𝑐𝑆 − 𝐾𝑠𝑠𝑟1𝑎1𝑐
− 𝐶𝑠𝑠𝑙2𝑏1𝑑𝑆 − 𝐾𝑠𝑠𝑙2𝑏1𝑑 + 𝐶𝑠𝑠𝑟2𝑏1𝑐𝑆
+ 𝐾𝑠𝑠𝑟2𝑏1𝑐)𝜃1 

𝐶6 = (−𝐶𝑠𝑠𝑙1𝑑1𝑑𝑆− 𝐾𝑠𝑠𝑙1𝑑1𝑑 − 𝐶𝑠𝑠𝑟1𝑐1𝑐𝑆 − 𝐾𝑠𝑠𝑟1 𝑐1𝑐
− 𝐶𝑠𝑠𝑙2𝑑1𝑑𝑆 − 𝐾𝑠𝑠𝑙2𝑑1𝑑 − 𝐶𝑠𝑠𝑟2𝑐1𝑐𝑆
− 𝐾𝑠𝑠𝑟2𝑐1𝑐)𝜑1 

𝐶7 = 𝐶8 = 𝐶9 = 𝐶10 = 0 

𝐷1 = (−𝐶𝑠𝑠𝑙1𝑆 − 𝐾𝑠𝑠𝑙1 − 𝐶𝑠𝑠𝑟1𝑆 − 𝐾𝑠𝑠𝑟1 − 𝐶𝑠𝑠𝑙2𝑆
− 𝐾𝑠𝑠𝑙2 − 𝐶𝑠𝑠𝑟2𝑆 − 𝐾𝑠𝑠𝑟2

)𝑍𝑐𝑎𝑏 

𝐷2 = (𝐶𝑠𝑠𝑙1𝑎𝑆 + 𝐾𝑠𝑠𝑙1𝑎 + 𝐶𝑠𝑠𝑟1𝑎𝑆 + 𝐾𝑠𝑠𝑟1𝑎 − 𝐶𝑠𝑠𝑙2𝑏𝑆
− 𝐾𝑠𝑠𝑙2𝑏 − 𝐶𝑠𝑠𝑟2𝑏𝑆 − 𝐾𝑠𝑠𝑟2𝑏)𝜃 

𝐷3 = (−𝐶𝑠𝑠𝑙1𝑑𝑆 − 𝐾𝑠𝑠𝑙1𝑑 + 𝐶𝑠𝑠𝑟1𝑐𝑆 + 𝐾𝑠𝑠𝑟1𝑐
− 𝐶𝑠𝑠𝑙2𝑑𝑆 − 𝐾𝑠𝑠𝑙2𝑑 + 𝐶𝑠𝑠𝑟2𝑐𝑆
+ 𝐾𝑠𝑠𝑟2𝑐)𝜑 

𝐷4 = (𝑀𝑐𝑔1𝑆
2 + 𝐶𝑠𝑠𝑙1𝑆 + 𝐾𝑠𝑠𝑙1 + 𝐶𝑠𝑠𝑟1𝑆 + 𝐾𝑠𝑠𝑟1

+ 𝐶𝑠𝑠𝑙2𝑆 + 𝐾𝑠𝑠𝑙2 + 𝐶𝑠𝑠𝑟2𝑆 + 𝐾𝑠𝑠𝑟2

+ 𝐶𝑠𝑙1𝑆 + 𝐾𝑠𝑙1 + 𝐶𝑠𝑟1𝑆 + 𝐾𝑠𝑟1

+ 𝐶𝑠𝑙2𝑆 + 𝐾𝑠𝑙2 + 𝐶𝑠𝑟2𝑆 + 𝐾𝑠𝑟2)𝑍𝑐𝑔1 

𝐷5 = (−𝐶𝑠𝑠𝑙1𝑎1𝑆 − 𝐾𝑠𝑠𝑙1𝑎1 − 𝐶𝑠𝑠𝑟1𝑎1𝑆 − 𝐾𝑠𝑠𝑟1𝑎1

+ 𝐶𝑠𝑠𝑙2𝑏1𝑆 + 𝐾𝑠𝑠𝑙2𝑏1 + 𝐶𝑠𝑠𝑟2𝑏1𝑆
+ 𝐾𝑠𝑠𝑟2𝑏1 − 𝐶𝑠𝑙1𝑎1𝑆 − 𝐾𝑠𝑙1𝑎1

− 𝐶𝑠𝑟1𝑎1𝑆 − 𝐾𝑠𝑟1𝑎1 + 𝐶𝑠𝑙2𝑏1𝑆
+ 𝐾𝑠𝑙2𝑏1 + 𝐶𝑠𝑟2𝑏1𝑆 + 𝐾𝑠𝑟2𝑏1

)𝜃1  

𝐷6 = (𝐶𝑠𝑠𝑙1𝑑1𝑆+𝐾𝑠𝑠𝑙1𝑑1 − 𝐶𝑠𝑠𝑟1𝑐1𝑆− 𝐾𝑠𝑠𝑟1𝑐1

+ 𝐶𝑠𝑠𝑙2𝑑1𝑆 + 𝐾𝑠𝑠𝑙2𝑑1 − 𝐶𝑠𝑠𝑟2𝑐1𝑆
− 𝐾𝑠𝑠𝑟2𝑐1 + 𝐶𝑠𝑙1𝑑1𝑆 + 𝐾𝑠𝑙1𝑑1

− 𝐶𝑠𝑟1𝑐1𝑆− 𝐾𝑠𝑟1𝑐1 + 𝐶𝑠𝑙2𝑑1𝑆
+ 𝐾𝑠𝑙2𝑑1 − 𝐶𝑠𝑟2𝑐1𝑆 − 𝐾𝑠𝑟2𝑐1

)𝜑1 

𝐷7 = (−𝐶𝑠𝑙1𝑆 − 𝐾𝑠𝑙1
)𝑍𝑤𝑙1       ,       𝐷8 = (−𝐶𝑠𝑟1𝑆 −

𝐾𝑠𝑟1
)𝑍𝑤𝑟1     ,      𝐷9 = (−𝐶𝑠𝑙2𝑆 − 𝐾𝑠𝑙2

)𝑍𝑤𝑙2 

𝐷10 = (−𝐶𝑠𝑟2𝑆 − 𝐾𝑠𝑟2
)𝑍𝑤𝑟2 

𝐸1 = (𝐶𝑠𝑠𝑙1𝑎1𝑆 + 𝐾𝑠𝑠𝑙1𝑎1 + 𝐶𝑠𝑠𝑟1𝑎1𝑆 + 𝐾𝑠𝑠𝑟1𝑎1

− 𝐶𝑠𝑠𝑙2𝑏1𝑆 − 𝐾𝑠𝑠𝑙2𝑏1 − 𝐶𝑠𝑠𝑟2𝑏1𝑆
− 𝐾𝑠𝑠𝑟2𝑏1

)𝑍𝑐𝑎𝑏 

𝐸2 = (−𝐶𝑠𝑠𝑙1𝑎1𝑎𝑆 − 𝐾𝑠𝑠𝑙1𝑎1𝑎 − 𝐶𝑠𝑠𝑟1𝑎1𝑎𝑆 − 𝐾𝑠𝑠𝑟1𝑎1𝑎
− 𝐶𝑠𝑠𝑙2𝑏1𝑏𝑆 − 𝐾𝑠𝑠𝑙2𝑏1𝑏 − 𝐶𝑠𝑠𝑟2𝑏1𝑏𝑆
− 𝐾𝑠𝑠𝑟2𝑏1𝑏)𝜃 

𝐸3 = (𝐶𝑠𝑠𝑙1𝑎1𝑑𝑆 + 𝐾𝑠𝑠𝑙1𝑎1𝑑 − 𝐶𝑠𝑠𝑟1𝑎1𝑐𝑆 − 𝐾𝑠𝑠𝑟1𝑎1𝑐
− 𝐶𝑠𝑠𝑙2𝑏1𝑑𝑆 − 𝐾𝑠𝑠𝑙2𝑏1𝑑 + 𝐶𝑠𝑠𝑟2𝑏1𝑐𝑆
+ 𝐾𝑠𝑠𝑟2𝑏1𝑐)𝜑 

𝐸4 = (−𝐶𝑠𝑠𝑙1𝑎1𝑆 − 𝐾𝑠𝑠𝑙1𝑎1 − 𝐶𝑠𝑠𝑟1𝑎1𝑆 − 𝐾𝑠𝑠𝑟1𝑎1

+ 𝐶𝑠𝑠𝑙2𝑏1𝑆 + 𝐾𝑠𝑠𝑙2𝑏1 + 𝐶𝑠𝑠𝑟2𝑏1𝑆
+ 𝐾𝑠𝑠𝑟2𝑏1 − 𝐶𝑠𝑙1𝑎1𝑆 − 𝐾𝑠𝑙1𝑎1

− 𝐶𝑠𝑟1𝑎1𝑆 − 𝐾𝑠𝑟1𝑎1 + 𝐶𝑠𝑙2𝑏1𝑆
+ 𝐾𝑠𝑙2𝑏1 + 𝐶𝑠𝑟2𝑏1𝑆 + 𝐾𝑠𝑟2𝑏1

)𝑍𝑐𝑔1 

𝐸5 = (𝐼𝑦𝑦1𝑆
2 + 𝐶𝑠𝑠𝑙1𝑎1

2𝑆 + 𝐾𝑠𝑠𝑙1𝑎1
2 + 𝐶𝑠𝑠𝑟1𝑎1

2𝑆

+ 𝐾𝑠𝑠𝑟1𝑎1
2 + 𝐶𝑠𝑠𝑙2𝑏1

2𝑆 + 𝐾𝑠𝑠𝑙2𝑏1
2

+ 𝐶𝑠𝑠𝑟2𝑏1
2𝑆  + 𝐾𝑠𝑠𝑟2𝑏1

2 + 𝐶𝑠𝑙1𝑎1
2𝑆

+ 𝐾𝑠𝑙1𝑎1
2 + 𝐶𝑠𝑟1𝑎1

2𝑆 + 𝐾𝑠𝑟1𝑎1
2

+ 𝐶𝑠𝑙2𝑏1
2𝑆 + 𝐾𝑠𝑙2𝑏1

2 + 𝐶𝑠𝑟2𝑏1
2𝑆  

+ 𝐾𝑠𝑟2𝑏1
2)𝜃1 
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𝐸6 = (−𝐶𝑠𝑠𝑙1𝑑1𝑎1𝑆− 𝐾𝑠𝑠𝑙1𝑑1𝑎1 + 𝐶𝑠𝑠𝑟1𝑐1𝑎1𝑆
+ 𝐾𝑠𝑠𝑟1𝑐1𝑎1 + 𝐶𝑠𝑠𝑙2𝑑1𝑏1𝑆
+ 𝐾𝑠𝑠𝑙2𝑑1𝑏1 − 𝐶𝑠𝑠𝑟2𝑐1𝑏1𝑆
− 𝐾𝑠𝑠𝑟2𝑐1𝑏1− 𝐶𝑠𝑙1𝑑1𝑎1𝑆 − 𝐾𝑠𝑙1𝑑1𝑎1

+ 𝐶𝑠𝑟1𝑐1𝑎1𝑆 + 𝐾𝑠𝑟1𝑐1𝑎1 + 𝐶𝑠𝑙2𝑑1𝑏1𝑆
+ 𝐾𝑠𝑙2𝑑1𝑏1 − 𝐶𝑠𝑟2𝑐1𝑏1𝑆
− 𝐾𝑠𝑟2𝑐1𝑏1

)𝜑1 

  𝐸7 = (𝐶𝑠𝑙1𝑎1𝑆 + 𝐾𝑠𝑙1𝑎1
)𝑍𝑤𝑙1         

  𝐸8 = (𝐶𝑠𝑟1𝑎1𝑆 + 𝐾𝑠𝑟1𝑎1
)𝑍𝑤𝑟1      

  𝐸9 = (−𝐶𝑠𝑙2𝑏1𝑆 − 𝐾𝑠𝑙2𝑏1
)𝑍𝑤𝑙2      

  𝐸10 = (−𝐶𝑠𝑟2𝑏1𝑆− 𝐾𝑠𝑟2𝑏1
)𝑍𝑤𝑟2  

𝐹1 = (−𝐶𝑠𝑠𝑙1𝑑1𝑆 − 𝐾𝑠𝑠𝑙1𝑑1 + 𝐶𝑠𝑠𝑟1𝑐1𝑆 + 𝐾𝑠𝑠𝑟1 𝑐1

− 𝐶𝑠𝑠𝑙2𝑑1𝑆 − 𝐾𝑠𝑠𝑙2𝑑1 + 𝐶𝑠𝑠𝑟2𝑐1𝑆
+ 𝐾𝑠𝑠𝑟2𝑐1

)𝑍𝑐𝑎𝑏 

𝐹2 = (𝐶𝑠𝑠𝑙1𝑑1𝑎𝑆 + 𝐾𝑠𝑠𝑙1𝑑1𝑎 − 𝐶𝑠𝑠𝑟1 𝑐1𝑎𝑆 − 𝐾𝑠𝑠𝑟1𝑐1𝑎
− 𝐶𝑠𝑠𝑙2𝑑1𝑏𝑆 − 𝐾𝑠𝑠𝑙2𝑑1𝑏 + 𝐶𝑠𝑠𝑟2𝑐1𝑏𝑆
+ 𝐾𝑠𝑠𝑟2𝑐1𝑏)𝜃 

𝐹3 = (−𝐶𝑠𝑠𝑙1𝑑1𝑑𝑆− 𝐾𝑠𝑠𝑙1𝑑1𝑑 − 𝐶𝑠𝑠𝑟1𝑐1𝑐𝑆 − 𝐾𝑠𝑠𝑟1 𝑐1𝑐
− 𝐶𝑠𝑠𝑙2𝑑1𝑑𝑆 − 𝐾𝑠𝑠𝑙2𝑑1𝑑 − 𝐶𝑠𝑠𝑟2𝑐1𝑐𝑆
− 𝐾𝑠𝑠𝑟2𝑐1𝑐)𝜑 

𝐹4 = (𝐶𝑠𝑠𝑙1𝑑1𝑆+𝐾𝑠𝑠𝑙1𝑑1 − 𝐶𝑠𝑠𝑟1𝑐1𝑆 − 𝐾𝑠𝑠𝑟1𝑐1

+ 𝐶𝑠𝑠𝑙2𝑑1𝑆 + 𝐾𝑠𝑠𝑙2𝑑1 − 𝐶𝑠𝑠𝑟2𝑐1𝑆
− 𝐾𝑠𝑠𝑟2𝑐1 + 𝐶𝑠𝑙1𝑑1𝑆 + 𝐾𝑠𝑙1𝑑1

− 𝐶𝑠𝑟1𝑐1𝑆− 𝐾𝑠𝑟1𝑐1 + 𝐶𝑠𝑙2𝑑1𝑆
+ 𝐾𝑠𝑙2𝑑1 − 𝐶𝑠𝑟2𝑐1𝑆 − 𝐾𝑠𝑟2𝑐1

)𝑍𝑐𝑔1 

𝐹5 = (−𝐶𝑠𝑠𝑙1𝑑1𝑎1𝑆 − 𝐾𝑠𝑠𝑙1𝑑1𝑎1 + 𝐶𝑠𝑠𝑟1𝑐1𝑎1𝑆
+ 𝐾𝑠𝑠𝑟1𝑐1𝑎1 + 𝐶𝑠𝑠𝑙2𝑑1𝑏1𝑆
+ 𝐾𝑠𝑠𝑙2𝑑1𝑏1 − 𝐶𝑠𝑠𝑟2𝑐1𝑏1𝑆
− 𝐾𝑠𝑠𝑟2𝑐1𝑏1 − 𝐶𝑠𝑙1𝑑1𝑎1𝑆 − 𝐾𝑠𝑙1𝑑1𝑎1

+ 𝐶𝑠𝑟1𝑐1𝑎1𝑆+ 𝐾𝑠𝑟1 𝑐1𝑎1 + 𝐶𝑠𝑙2𝑑1𝑏1𝑆
+ 𝐾𝑠𝑙2𝑑1𝑏1 − 𝐶𝑠𝑟2𝑐1𝑏1𝑆
− 𝐾𝑠𝑟2 𝑐1𝑏1

)𝜃1  

𝐹6 = (𝐼𝑥𝑥1𝑆2 + 𝐶𝑠𝑠𝑙1𝑑1
2𝑆+ 𝐾𝑠𝑠𝑙1𝑑1

2 + 𝐶𝑠𝑠𝑟1𝑐1
2𝑆

+ 𝐾𝑠𝑠𝑟1𝑐1
2 + 𝐶𝑠𝑠𝑙2𝑑1

2𝑆 + 𝐾𝑠𝑠𝑙2𝑑1
2

+ 𝐶𝑠𝑠𝑟2𝑐1
2𝑆  + 𝐾𝑠𝑠𝑟2𝑐1

2 + 𝐶𝑠𝑙1𝑑1
2𝑆

+ 𝐾𝑠𝑙1𝑑1
2 + 𝐶𝑠𝑟1𝑐1

2𝑆+ 𝐾𝑠𝑟1𝑐1
2

+ 𝐶𝑠𝑙2𝑑1
2𝑆 + 𝐾𝑠𝑙2𝑑1

2 + 𝐶𝑠𝑟2𝑐1
2𝑆  

+ 𝐾𝑠𝑟2𝑐1
2)𝜑1 

   𝐹7 = (−𝐶𝑠𝑙1𝑑1𝑆 − 𝐾𝑠𝑙1𝑑1
)𝑍𝑤𝑙1     

   𝐹8 = (𝐶𝑠𝑟1𝑐1𝑆 + 𝐾𝑠𝑟1𝑐1
)𝑍𝑤𝑟1        

   𝐹9 = (−𝐶𝑠𝑙2𝑑1𝑆 − 𝐾𝑠𝑙2𝑑1
)𝑍𝑤𝑙2         

   𝐹10 = (𝐶𝑠𝑟2𝑐1𝑆+ 𝐾𝑠𝑟2 𝑐1
)𝑍𝑤𝑟2  

   𝐺1 = 𝐺2 = 𝐺3 = 𝐺8 = 𝐺9 = 𝐺10 = 0 

   𝐺4 = (−𝐶𝑠𝑙1𝑆 − 𝐾𝑠𝑙1
)𝑍𝑐𝑔1         

   𝐺5 = (𝐶𝑠𝑙1𝑎1𝑆 + 𝐾𝑠𝑙1𝑎1
)𝜃1      

   𝐺6 = (−𝐶𝑠𝑙1𝑑1𝑆 − 𝐾𝑠𝑙1𝑑1
)𝜑1   

   𝐺7 = (𝑀𝑤𝑙1𝑆2 + 𝐶𝑠𝑙1𝑆 + 𝐾𝑠𝑙1 + 𝐶𝑤𝑙1𝑆 + 𝐾𝑤𝑙1
)𝑍𝑤𝑙1 

   𝐻1 = 𝐻2 = 𝐻3 = 𝐻7 = 𝐻9 = 𝐻10 = 0       

   𝐻4 = (−𝐶𝑠𝑟1𝑆 − 𝐾𝑠𝑟1
)𝑍𝑐𝑔1    

   𝐻5 = (𝐶𝑠𝑟1𝑎1𝑆 + 𝐾𝑠𝑟1𝑎1
)𝜃1         

   𝐻6 = (𝐶𝑠𝑟1𝑑1𝑆+ 𝐾𝑠𝑟1𝑑1
)𝜑1 

   𝐻8 = (𝑀𝑤𝑟1𝑆2 + 𝐶𝑠𝑟1𝑆 + 𝐾𝑠𝑟1 + 𝐶𝑤𝑟1𝑆 + 𝐾𝑤𝑟1
)𝑍𝑤𝑟1 

   𝐼1 = 𝐼2 = 𝐼3 = 𝐼7 = 𝐼9 = 𝐼10 = 0        

   𝐼4 = (−𝐶𝑠𝑙2𝑆 − 𝐾𝑠𝑙2
)𝑍𝑐𝑔1     

   𝐼5 = (−𝐶𝑠𝑙2𝑏1𝑆 − 𝐾𝑠𝑙2𝑏1
)𝜃1            

   𝐼6 = (−𝐶𝑠𝑙2𝑑1𝑆 − 𝐾𝑠𝑙2𝑑1
)𝜑1 

   𝐼9 = (𝑀𝑤𝑙2𝑆2 + 𝐶𝑠𝑙2𝑆 + 𝐾𝑠𝑙2 + 𝐶𝑤𝑙2𝑆 + 𝐾𝑤𝑙2
)𝑍𝑤𝑙2     

   𝐽1 = 𝐽2 = 𝐽3 = 𝐽7 = 𝐽8 = 𝐽9 = 0      

   𝐽4 = (−𝐶𝑠𝑟2𝑆 − 𝐾𝑠𝑟2
)𝑍𝑐𝑔1        

   𝐽5 = (−𝐶𝑠𝑟2𝑏1𝑆− 𝐾𝑠𝑟2𝑏1
)𝜃1       

   𝐽6 = (𝐶𝑠𝑟2𝑐1𝑆+ 𝐾𝑠𝑟2 𝑐1
)𝜑1   

   𝐽10 = (𝑀𝑤𝑟2𝑆2 + 𝐶𝑠𝑟2𝑆 + 𝐾𝑠𝑟2 + 𝐶𝑤𝑟2𝑆 + 𝐾𝑤𝑟2
) 
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