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ه با لحاظ دو جهت یمدرج تابع یها کروورقیارتعاشات م لیتحل
  یرد یاساس تئور کردن اثر اندازه بر

    
دو  تابعی مدرج کامپوزیتی های سازه مکانیکی رفتار جهت بررسی پژوهشی هیچ تاکنون چکیده:
میکروورق های مدرج تابعی دو جهته با  ارتعاشات آزاد مقاله، این در. گزارش نشده استجهته 

 شده یبررس بار اولین برایاستفاده از تئوری تنش کوپل اصلاح شده و تئوری بهینه یافته ردی 
 ضخامت و عرض امتداد در پواسون نسبت جز به مکانیکی خواص تمام که شود می فرض. است
کنند. به منظور در نظر گرفتن پارامتر اثر اندازه از تئوری تنش  خطی تغییر میتوابع غیر  طبق

معادلات حرکت با در نظر گرفتن اثرات برشی با استفاده از  کوپل اصلاح شده استفاده شده است.
اصل همیلتون به دست آمده و سپس به روش نویر، معادلات حل شده است. پس از حل معادلات، 

پارامترهایی مثل ابعاد میکروورق و شی ورق مورد تحلیل قرار گرفته و تأثیرات های ارتعا فرکانس
 به تواند می شده ارائه نتایجاثرات اندازه بر روی فرکانس طبیعی آن مورد تحلیل قرار گرفته است. 

ابعی ت مدرج بعدی سه و دو بعدیکامپوزیتی  های سازه مکانیکی تحلیل برای معیارهایی عنوان
                                                                                                         .گیرد قرار استفاده مورد در آینده

 

، فرکانس تنش کوپل اصلاح شده یتئور کروورق،یم ،یورق رد یاندازه، تئور اثر: های راهنماواژه
 دو جهته یمدرج تابع ،یعیطب

 

 

 

 

 
  

 

Vibration analysis of bidirectional functionally 

graded microsheets considering size effect based on 

Reddy theory 
 

Abstract: No research has been reported to investigate the mechanical behavior 
of bidirectional functionally graded composite structures. In this paper, the free 
vibrations of bidirectional functionally graded microplate are investigated for 
the first time using the modified coupled stress theory and the optimized Reddy 
theory. It is assumed that all mechanical properties except Poisson's ratio vary 
along the width and thickness according to nonlinear functions. In order to 
consider the size effect parameter, the modified coupled stress theory is used. 
The equations of motion are obtained by considering shear effects using 
Hamilton's principle and then the equations are solved using the Navier 
method. After solving the equations, the vibration frequencies of the sheet are 
analyzed and the effects of parameters such as microplate dimensions and size 
effects on its natural frequency are analyzed. The presented results can be used 
as criteria for the mechanical analysis of 2D and 3D functionally graded 
composite structures in the future. 
 

Keywords: Size effect, Reddy sheet theory, Microsheet, Modified coupled stress 

theory, Natural frequency 
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 مقدمه -1
 

ر آن را ب پژوهشگرانهای مینیاتوری کید روز افزون بر دستگاهأت

داشته باشند که  به موادی ترعمیق مشاهداتیساخته است تا 

 . در اینمورد استفاده قرار گیرندتوانند در مقیاس اتم می

و میکرو مورد اهمیت بیشتری  در مقیاس نانو هایسازه ،نبی 

های مختلف فناوری را در زمینه دانشمندانو توجه  واقع شدند

د. انمکانیک به خود جلب کردهی الکتروهاسیستم میکرو و ونان

ها و نانولوله ها،نانو و میکروورق عنوان مثالبه ریزساختارهابیشتر 

 مکانیکوهای نانوالکترتمسسی جهت استفاده درها نانوسیم

ر د هاییه دستگاهاطمینان طولانی مدت ب جهت اند.ساخته شده

از فناوری نانو و  باید درك عمیقی، محققین ابعاد ریزساختارها

 .]4[ندخواص مکانیکی نانومواد داشته باش

های که ابعاد و اندازه شوداطلاق می هاییورقبه  هامیکروورق

 هک کلیش اطرخ بـه اهمیکروورق در حدود میکرون هستند. نهاآ

 اصیخ گرمایی و مغناطیسی مکانیکی، الکتریکی، خواص دارند

 ایلوس در ایتردهگس طوربه خواص همین داشتن خاطر به. دارند

 ارائه ورایناز. گیرندمی قرار استفاده مورد میکروالکترومکانیکی

ح حیص خسپا افتنی رایب زا،اج نای لتحلی تجه مناسب مدلی

 .]0[است توجه شایان بسیار دینامیکی و استاتیکی

 ناهمگن کامپوزیتی مواد از جدیدی نوع 4تابعی مدرج مواد

 زا. شوندمی ساخته هاسرامیک و فلزات از مخلوطی از که هستند

 در مداوم طوربه تابعی مدرج مواد مکانیکی خواص که آنجایی

 مؤثر خواص مواد نوع این کند،می تغییر ضخامت جهت

 کیمکانی خواص به کافی تحقیقات اگرچه. دارند انگیزیشگفت

 است، شده داده اختصاص هاپوسته و صفحات مانند FG هایسازه

 تغییر ضخامت جهت در فقط آنها مکانیکی خواص آنها در که

 مکانیکی رفتار تحلیل و تجزیه برای کمی مطالعات، کندمی

 .]4[است شده گزارش بعدی دو FG هایسازه

 مؤثر خواص بعدی،سه و بعدیدو تابعی مدرج هایسازه در

 یرتغی نمایی یا مداوم طوربه جهت سه و دو در ترتیب به FG مواد

 مکانیکی خواص جهته، چند FG مواد با هاییسازه .کنندمی

 هکرد جلب خود به را دانشمندان توجه که دارند انگیزیشگفت

 .است

 کیمکانی خواص تغییرات دقیق توصیف برای متعددی توابع

 ]3[و همکاران انگوپژوهش  نتایج طبق. دارد وجود FG مواد

 که دهستن رایج توزیع شکل دو توانی توزیع تابع و نمایی تابع

 یقدق طوررا به تابعی مواد مکانیکی خواص تغییرات توانندمی

 برای نمایی توابع مقاله، این دربنابراین . ]5-5[کنند توصیف
 

1 Functionally graded  

 کار به FG هایپوسته چگالی و یانگ مدول تغییرات توصیف

 .اندشده گرفته

 ایگسترده کاربرد تابعی مدرج مواد از شده ساخته صفحات

مکانیک  و عمران هوافضا، مهندسی جمله از مختلف هایزمینه در

 ینا نیازهای گسترده صنعتی، کردنآوردهبر برای. اندکرده پیدا

. شوندمی طراحی مختلف اشکال با هاییاز بریدگی صفحات

 یرهات با هاسازه این وزن، کاهش و سفتی افزایش برای اینبرعلاوه

 بارهای معرض در اغلب آنها حال، این با. شوندمی تقویت

 مخ باعث توانندمی که گیرندمی قرار دینامیکی و استاتیکی

. شوند خستگی آسیب به منجر بالقوه طوربه و ارتعاش شدن،

 طریق زا صفحات این دینامیکی و استاتیکی هایپاسخ بنابراین،

 .]44-6[است شده مشاهده گسترده طوربه مختلف هایروش

ی اهای استوانهتحلیل مکانیکی پوستهزمانی و همکارانش 

روش  جدار نازك تحت فشار داخلی را مورد بررسی قرار دادند. از

ای طولی استفاده شده است. هحل مرزی به منظور تعیین تنش

های توانی اساس روش سری معادلات مکانیکی بر همچنین

 .]44[ستتعیین گردیده شده ا

میکروتیرهای مدرج  آنالیز غیرخطی بهانش ردی و همکار

آنها تغییرات خواص مکانیکی میکروتیر را فقط اند. تابعی پرداخته

همچنین معادلات حرکت در راستای ضخامت در نظر گرفتند. 

ساس ا ص مدرج تابعی تیرها برمیکروتیرها را با در نظر گرفتن خوا

 .]40[انددست آوردهدیفرانسیلی غیرموضعی ارینگن بهمدل 

تئوری اساس  های مدرج تابعی برآنالیز خمشی میکروورق

ای و همکارانش انجام گردیده تنش کوپل اصلاح شده توسط ت

دهد که با افزایش پارامتر ها نشان میسازیاست. آنالیز شبیه

شاخص توانی، خیز ورق افزایش یافته و با افزایش نسبت طول به 

 .]44[یابدجایی آن کاهش میضخامت ورق، جابه

ای هها و پوستهبه آنالیز استاتیکی ورق مکارانشمنتاری و ه

شکل برشی مرتبه بالاتر تغییردلایه با استفاده از تئوری چن

را با استفاده از اصل همیلتون پرداختند. آنها معادلات حرکت 

دست آوردند و با استفاده از متد نویر معادلات را حل کردند. به

صورت ا بهخارجی وارد شده بر پوسته رهمچنین آنها بارهای 

-نظر گرفتند. در پایان، نتایج به ای درسینوسی، گسترده و نقطه

 .]43[های مشابه مقایسه کردنددست آمده را با سایر تئوری

-اساس تئوری های مدرج تابعی برتحلیل خمشی میکرورق

ش کوپل اصلاح شده توسط شکل برشی و تئوری تنهای تغییر

ثیر پارامترهای مختلف بر خیز أهمکارانش انجام شده است. تلی و 

 .]45[سازه مورد بررسی قرار گرفته است
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یک تئوری جدید اساس  برمند های هدفآنالیز استاتیکی ورق

شکل برشی توسط فرزام و همکارانش انجام شده است. تغییر

دهد که میزان تغییرات خواص مکانیکی نشان می هانتایج بررسی

 .]46[ها تأثیر مستقیمی داردبر میزان خمش ورق

های مدرج تابعی با تغییرات در راستاهای آنالیز خمشی ورق

-ضخامت و طولی، انجام شده توسط فرزام و همکارانش، نزدیک

باشد. مهمترین تفاوت مقاله ترین پژوهش به مقاله حاضر می

-کننده روابط تنشپژوهش مورد نظر در تئوری بیانحاضر با 

ئوری اساس ت کرنش بر-در این مقاله، روابط تنشباشد. کرنش می

شود در حالیکه در تنش کوپل اصلاح شده در نظر گرفته می

قانون اساس  برکرنش -پژوهش فرزام و همکارانش، روابط تنش

خلاف رهوك در نظر گرفته شده است. همچنین در این مقاله ب

طی خشکل برشی غیراز تئوری تغییر پژوهش فرزام و همکارانش

کل برشی شییراستفاده شده است. این تئوری نسبت به تئوری تغ

های پژوهش حاضر مرتبه اول دقت بیشتری دارد. از دیگر نوآوری

بعدی و دقیق سه جاییجابهنسبت به پژوهش مورد نظر، میدان 

تئوری ورق ردی در این مقاله اساس  بردر نظر گرفته شده 

 باشد.می

های ساندویچی هدفمند با استفاده از آنالیز استاتیکی ورق

تئوری ورق چهار توسط دمیرهان و همکارانش انجام گردیده 

اصل کار مجازی اساس  براست. معادلات حرکت و شرایط مرزی 

تعیین شده است. اثر پارامترهای گوناگون هندسی را بر خیز ورق 

دهد که با افزایش ها نشان مینظر شده است. نتایج تحلیل در

پارامتر شاخص توان در توزیع توانی خواص مکانیکی میزان 

 .]45[یابدخمش استاتیکی سازه افزایش می

های ویسکوالاستیک مدرج تابعی بر تحلیل ارتعاشات ورق

پاسترناك با شرایط مرزی مختلف توسط وینه و -بستر وینکلر

ایجاد شده است. مدل فونداسیون ویسکوالاستیک همکارانش 

پیشنهادی، ضریب میرایی جدیدی را برای در نظر گرفتن اثرات 

تری از رفتار ویسکوز در لایه برشی معرفی کرده و درك جامع

کت با استفاده دهد. معادلات حاکم بر حرها ارائه میارتعاشی ورق

میلتون ه و اصل هشکل برشی مرتبه بالاتر ساداز یک تئوری تغییر

استخراج شده و یک روش تحلیلی برای حل این معادلات تحت 

شرایط مرزی مختلف اعمال شده که سازگاری مدل را نشان 

 .]46[دهد. می

صورت مدرج های انجام شده، خواص مواد بهدر اغلب پژوهش

تابعی یک جهته در نظر گرفته شده است. همچنین روابط 

اساس تئوری  بعدی برشده اغلب دودر نظر گرفته  جاییجابه

باشد. در این پژوهش، میکروورق شکل برشی مرتبه اول میتغییر

 همچنین اثرات .باشدیدوجهته م یشده، مدرج تابعدر نظر گرفته 

حاظ شکل برشی غیر خطی لرشی با در نظر گرفتن تئوری تغییرب

 تئوری تنشاساس  بر، کرنش در این مقاله-شود. روابط تنشمی

 در جاییجابهگردد. همچنین میدان کوپل اصلاح شده لحاظ می

که  باشداساس تئوری ورق ردی می بعدی برنظر گرفته شده، سه

 ردار است. بنابراین در این پژوهش به تحلیلاز دقت بالایی برخو

و دینامیکی میکروورق مدرج تابعی دو جهته با در نظر گرفتن 

وهش حاضر های پژاز دیگر نوآوری. شوداثرات اندازه پرداخته می

بعدی و دقیق جایی سهمیدان جابه نسبت به پژوهش مورد نظر

اساس تئوری ورق ردی در این مقاله  شده بردر نظر گرفته

 باشد.می

 

 مسئله اتیفرض -2
 

 باشد:میلحاظ شده در این مقاله شامل موارد زیرفرضیات 

 باشد.میکروورق، مستطیلی می یساختارهندسه  -4

 های سازه ساده در نظر گرفته شده است.گاهتکیه -0

 تئوری تنش کوپل اصلاح اندازه، ازاثر منظور در نظر گرفتنبه -4

 شود.استفاده میشده 

اساس  با در نظر گرفتن اثرات برشی بر جاییمیدان جابه -3

 باشد.تئوری ورق ردی می

 

 شده اصلاح کوپل تنش تئوری -2-1
 

ای است که گونهتار تئوری تنش کوپل اصلاح شده بهساخ
بب هایی که سخلاف تئوری گرادیان کرنشی اصلاح شده، بخشبر

. شودشود را شامل نمیافزایش مرتبه مشتق معادلات حرکت می
ری کلاسیک تنش اصلاح شده، تئوری تنش کوپل سخلاف تئوبر 

اصلاح شده شامل یک پارامتر مقیاس طولی و تانسور متقارن 
شود علاوه بر کاهش حجم باشد که سبب میتنش کوپل شده می

اساس تئوری تنش  دست آید. برتری بهمعادلات، نتایج دقیق
نظر  با درکوپل اصلاح شده، تغییرات انرژی پتانسیل سیستم 

 .]41[شود( ارائه می4گرفتن اثر اندازه، طبق رابطه )
 

(4) 𝛿𝑈 = ∫𝜎𝑖𝑗𝛿𝜀𝑖𝑗𝑑𝑉 +
𝑉

∫𝑚𝑖𝑗𝛿𝜒𝑖𝑗𝑑𝑉
𝑉

 

 

-رب(، تغییرات انرژی پتانسیل کرنشی سیستم 4در رابطه )
اساس تئوری تنش کوپل اصلاح شده ارائه گردیده است. در رابطه 

 های تانسور تنش و کرنشبه ترتیب بیانگر مؤلفه 𝜀𝑖𝑗و  𝜎𝑖𝑗فوق، 

تانسور متقارن تنش کوپل های مؤلفه 𝑚𝑖𝑗هستند. همچنین 
های تانسور متقارن انحنای میکروورق ؤلفهبیانگر م 𝜒𝑖𝑗باشد و می
 .شود( تعیین می0شد که از رابطه )بامی
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(0) 𝜒𝑖𝑗 =
1

2
(
𝜕𝜃𝑖
𝜕𝑥𝑗

+
𝜕𝜃𝑗

𝜕𝑥𝑖
) , 𝑖, 𝑗 = 1,2,3 

 

میدان چرخش مربوط به بردار  𝜃𝑖 (،2)در رابطه 

,𝑢1)جاییجابه 𝑢2, 𝑢3) شود.( تعیین می2باشد و از رابطه )می 
 

(3) 

𝜃𝑥 = 𝜃1 =
1

2
(
𝜕𝑢3
𝜕𝑥2

−
𝜕𝑢2
𝜕𝑥3

) 

𝜃𝑦 = 𝜃2 =
1

2
(
𝜕𝑢1
𝜕𝑥3

−
𝜕𝑢3
𝜕𝑥1

) 

𝜃𝑧 = 𝜃3 =
1

2
(
𝜕𝑢2
𝜕𝑥1

−
𝜕𝑢1
𝜕𝑥2

) 

 

 جاییجابهبه ترتیب بیانگر  𝑢3و  𝑢1 ،𝑢2در رابطه فوق، 

 .باشندمی 𝑥3 و 𝑥1،𝑥2میکروورق در جهات 

 

 جاییجابه -تعیین میدان کرنش -2-2
 

که  بر این فرض استوار است شکل برشی مرتبه سومتئوری تغییر

شکل برشی عرضی و در نتیجه تنش برشی بر روی کف و تغییر

، غیر باشد و در تمامی جاهای دیگرپایین سطح ورق صفر می

 اساس میکروورق بر جاییجابهبنابراین میدان باشد. صفر می

 .]04[( ارائه شده است4تئوری ورق ردی، طبق رابطه )
 

 

𝑢1(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) −
4𝑧3

3ℎ2
(𝜙𝑥 +

𝜕𝑤

𝜕𝑥
) + 𝑧𝜙𝑥  

𝑢2(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑡) −
4𝑧3

3ℎ2
(𝜙𝑦 +

𝜕𝑤

𝜕𝑦
) + 𝑧𝜙𝑦 

𝑢3(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡) 
(3) 

 

 

در  جاییجابههای به ترتیب مؤلفه 𝑤و  𝑢 ،𝑣در رابطه فوق، 
به ترتیب  𝜙𝑦و  𝜙𝑥باشند. همچنین می 𝑧و  𝑥 ،𝑦راستاهای 

ناشی از تنش برشی  𝑦و  𝑥چرخش صفحات میانی در جهات 
گیری از . با مشتقباشندبیانگر ضخامت ورق میℎ و  باشندمی

 ورق مستطیلی تعیین جاییجابه-جایی، میدان کرنشمیدان جابه
 شود.می

 

𝜀𝑥 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑧

𝜕𝜙𝑥
𝜕𝑥

− 𝑐1𝑧
3 (
𝜕𝜙𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕2𝑤

𝜕𝑥 2) 

𝜀𝑦 =
𝜕𝑣

𝜕𝑦
+ 𝑧

𝜕𝜙𝑦

𝜕𝑦
− 𝑐1𝑧

3 (
𝜕𝜙𝑦

𝜕𝑦
+
𝜕2𝑤

𝜕𝑦 2) 

𝛾𝑥𝑦 =
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑧 (

𝜕𝜙𝑥
𝜕𝑦

+
𝜕𝜙𝑦

𝜕𝑥
)

− 𝑐1𝑧
3 (
𝜕𝜙𝑥
𝜕𝑦

+
𝜕𝜙𝑦

𝜕𝑥
+ 2

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
) 

𝛾𝑥𝑧 = (1 − 3𝑐1𝑧
2) (𝜙𝑥 +

𝜕𝑤

𝜕𝑥
) 

(5)  

𝛾𝑦𝑧 = (1 − 3𝑐1𝑧
2) (𝜙𝑦 +

𝜕𝑤

𝜕𝑦
) 

  
 

𝑐1در رابطه فوق،  = −
4

3ℎ2
باشد. حال که میدان می 

 ذاریگبا جای مربوط به میکروورق تعیین شد جاییجابه -کرنش
 .پردازیمهای بردار چرخش میؤلفهبه تعیین م (4( در )3رابطه )

 

𝜃𝑥 =
1

2
((
𝜕𝑤

𝜕𝑦
− 𝜙𝑦) + 3𝑐1𝑧

2 (
𝜕𝑤

𝜕𝑦
+ 𝜙𝑦)) 

𝜃𝑦 = −
1

2
((
𝜕𝑤

𝜕𝑥
− 𝜙𝑥) + 3𝑐1𝑧

2 (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 𝜙𝑥)) 

𝜃𝑧 =
1

2
((
𝜕𝑣

𝜕𝑥
−
𝜕𝑢

𝜕𝑦
) + (𝑧 − 𝑐1𝑧

3) (
𝜕𝜙𝑦

𝜕𝑥
−
𝜕𝜙𝑥
𝜕𝑦

)) 

 

(6) 
 

های تانسور انحنای ( مؤلفه0( در رابطه )6گذاری رابطه )با جای
 گردند.( تعیین می5میکروورق طبق رابطه )

 

𝜒𝑥 =
1

2
(
𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
−
𝜕𝜙𝑦

𝜕𝑥
) +

3𝑐1𝑧
2

2
(
𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
+
𝜕𝜙𝑦

𝜕𝑥
) 

𝜒𝑦 = −
1

2
(
𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
−
𝜕𝜙𝑥
𝜕𝑦

) −
3𝑐1𝑧

2

2
(
𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
+
𝜕𝜙𝑥
𝜕𝑦

) 

𝜒𝑧 =
𝑧 − 3𝑐1𝑧

2

2
(
𝜕𝜙𝑦

𝜕𝑥
−
𝜕𝜙𝑥
𝜕𝑦

) 

𝜒𝑥𝑦 =
1 + 3𝑐1𝑧

2

4
(
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
−
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)

+
1 − 3𝑐1𝑧

2

4
(
𝜕𝜙𝑥
𝜕𝑥

−
𝜕𝜙𝑦

𝜕𝑦
) 

𝜒𝑥𝑧 =
1

4
(
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
−
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
)

+
𝑧 − 𝑐1𝑧

3

4
(
𝜕2𝜙𝑦

𝜕𝑥2
−
𝜕2𝜙𝑥
𝜕𝑥𝜕𝑦

)

+
3𝑐1𝑧

2
(𝜙𝑦 +

𝜕𝑤

𝜕𝑦
) 

𝜒𝑦𝑧 =
1

4
(
𝜕2𝑣

𝜕𝑥𝜕𝑦
−
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
)

+
𝑧 − 𝑐1𝑧

3

4
(
𝜕2𝜙𝑦

𝜕𝑥𝜕𝑦
−
𝜕2𝜙𝑥
𝜕𝑦2

)

−
3𝑐1𝑧

2
(𝜙𝑥 +

𝜕𝑤

𝜕𝑥
) 

(5) 
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 جهته دو تابعی مدرج میکروورق -2-3

 
سازی میکروورق از میکروورق مدرج در این پژوهش جهت مدل

تابعی دوجهته با تغییرات خواص در راستاهای طولی و ضخامت 

 زمان، استفاده شده است. به صورت هم
 

و  ، عرضa( شماتیکی از ورق مدرج تابعی با طول 4شکل )

ورق مدرج شده در کار بردهواد بهدهد. مرا نشان می ℎضخامت 

باشد که خواص مکانیکی ورق در دو ای میوجهته به گونهتابعی د

 .]04[کنند( تغییر می6جهت طبق رابطه )
 

(6) 
𝐸(𝑥, 𝑧) = 𝑒𝑥𝑝 (

𝛼𝑥

𝐿
)((𝐸𝑇

− 𝐸𝐵) (
𝑧 + 𝑐

ℎ
+
1

2
)
𝑝

+ 𝐸𝐵) 

 

رابطه فوق، تغییرات مدول الاستیسیته در دو جهت طولی و 

دهد. در رابطه را نشان می 𝑧و  𝑥بر حسب متغیرهای  ضخامت

(6 ،)𝐸𝑇  و𝐸𝐵  به ترتیب مدول الاستیسیته ماده بالایی و پایینی

-–به ترتیب شاخص طولی 𝑝و  𝛼 همچنین .باشندورق می

ادیر مثبت مق 𝛼باشد. ضخامتی و شاخص توانی مدرج تابعی می

فقط مقادیر مثبت به خود  𝑝 در حالیکه گیرد؛یا منفی به خود می

( تعریف 1(، طبق رابطه )6در رابطه ) 𝑐پارامتر  گیرد.می

 .]04[شودمی
 

 

 

(1) 

 
𝑐 =

(𝜂𝐸 − 1)ℎ𝑝

2(2 + 𝛽)(𝜂𝐸 + 𝑝)
, 𝜂𝐸

=
𝐸𝑇
𝐸𝐵

 

 
 

 
 

 

 

 تابعی مدرج ورق از شماتیکی 4 شکل

 

 میکروورق ارتعاشی معادلات تعیین -2-4
 

 تنش کرنش الاستیک خطی، رابطه-ابتدا با استفاده از روابط تنش

  کنیم.( بیان می44) را بر حسب کرنش طبق رابطه 
 

 

بیانگر  𝑣بیانگر کرنش،  𝜀𝑥بیانگر تنش،  𝜎𝑥(، 44در رابطه )
ر منظور دباشد که به بیانگر پارامتر طول می ℓضریب پواسون و 

 ℓ ترگیرد. پاراممورد استفاده قرار می نظر گرفتن اثر تنش کوپل

سیلندرهای باریک یا تست خمش با استفاده از تست پیچش 
 ].41[شودتیرهای نازك تعیین می

از اصل  هاتعیین معادلات دینامیکی میکروورقمنظور به
یل و های پتانسکه ابتدا انرژیطوری، بهکنیمهمیلتون استفاده می
کنیم، سپس در اصل ها را محاسبه میجنبشی میکروورق

بوطه، های مرسازیو پس از ساده کنیممی گذاریهمیلتون جای
اصل همیلتون طبق رابطه آید. دست میمعادلات دینامیکی به

 شود.( تعریف می44)
 

(44) (𝛿𝑈 − 𝛿𝑊 − 𝛿𝑇)𝑑𝑡 = 0 
 

 پتانسیل انرژیکننده تغییرات یانب 𝛿𝑈(، 44در رابطه )
 کننده تغییرات انرژی جنبشی سیستمبیان 𝛿𝑇 کرنشی سیستم،

باشد. تغییرات بار خارجی اعمالی به سیستم می کنندهبیان 𝛿𝑊 و

 وهای پتانسیل اده از اصل همیلتون، ابتدا انرژیبه منظور استف
سپس تغییرات آنها را  ،کنیمها را محاسبه میمیکروورقجنبشی 

ر ای که بگونه؛ بهکنیمبا استفاده از روابط ریاضی محاسبه می
ت آیند. پس از آن، تغییرات دسبه جاییهای جابهؤلفهحسب م
های جنبشی، پتانسیل و تغییرات بار خارجی اعمالی به انرژی

کنیم تا معادلات میگذاری سیستم را در اصل همیلتون جای
ل به محاسبه انرژی پتانسی حال مکانیکی سیستم تعیین شود.

 پردازیم.کرنشی سیستم می
 

 

(44) 
 

{
 
 

 
 
𝜎𝑥
𝜎𝑦
𝜎𝑥𝑦
𝜎𝑥𝑧
𝜎𝑦𝑧}

 
 

 
 

=
𝐸(𝑥, 𝑧)

1 − 𝑣2

[
 
 
 
 
 
 
 
1 𝑣 0 0 0
𝑣 1 0 0 0

0 0
1 − 𝑣

2
0 0

0 0 0
1 − 𝑣

2
0

0 0 0 0
1 − 𝑣

2 ]
 
 
 
 
 
 
 

{
 
 

 
 
𝜀𝑥
𝜀𝑦
𝜀𝑥𝑦
𝜀𝑥𝑧
𝜀𝑦𝑧}

 
 

 
 

 

𝑚𝑖𝑗 =
𝐸(𝑥, 𝑧)

1 + 𝑣
ℓ2𝜒𝑖𝑗 
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(40) 

𝛿𝑈 = ∫ ∫ (𝜎𝑥𝛿𝜀𝑥 + 𝜎𝑦𝛿𝜀𝑦 + 𝜏𝑥𝑦𝛿𝛾𝑥𝑦

ℎ
2

−
ℎ
2

𝐴

+ 𝜏𝑥𝑧𝛿𝛾𝑥𝑧

+ 𝜏𝑦𝑧𝛿𝛾𝑦𝑧)𝑑𝐴𝑑𝑧 

+∫ ∫ (𝑚𝑥𝛿𝜒𝑥 +𝑚𝑦𝛿𝜒𝑦 + 𝜏𝑧𝛿𝜒𝑧

ℎ
2

−
ℎ
2

𝐴

+ 2𝑚𝑥𝑦𝛿𝜒𝑥𝑦 + 2𝑚𝑥𝑧𝛿𝜒𝑥𝑧

+ 2𝑚𝑦𝑧𝛿𝜒𝑦𝑧)𝑑𝐴𝑑𝑧 

  
 .پردازیمحال به محاسبه تغییرات انرژی جنبشی میکروورق می

(، 40( و )44ی )ها( در رابطه5( و )5(، )3روابط ) گذاریبا جای

دوجهته طبق مدرج تابعی  هایمیکروورق معادلات دینامیکی

 شوند.( تعیین می44رابطه )
 

𝛿𝑢:
𝜕𝑁𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝑁𝑥𝑦

𝜕𝑦
+
1

2
(
𝜕2𝑋𝑥𝑧
𝜕𝑥𝜕𝑦

+
𝜕2𝑋𝑦𝑧

𝜕𝑦2
) 

= 𝐼0𝑢̈ + 𝐽1𝜙̈𝑥 − 𝑐1𝐼3
𝜕𝑤̈

𝜕𝑥
 

𝛿𝑣:
𝜕𝑁𝑥𝑦

𝜕𝑥
+
𝜕𝑁𝑦

𝜕𝑦
−
1

2
(
𝜕2𝑋𝑥𝑧
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑋𝑦𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
) 

= 𝐼0𝑣̈ + 𝐽1𝜙̈𝑦 − 𝑐1𝐼3
𝜕𝑤̈

𝜕𝑦
 

𝛿𝑤:
𝜕𝑄̄𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝑄̄𝑦

𝜕𝑦
+ 𝑐1 (

𝜕2𝑃𝑥
𝜕𝑥2

+ 2
𝜕2𝑃𝑥𝑦

𝜕𝑥𝜕𝑦
+
𝜕2𝑃𝑦

𝜕𝑦2
) 

+3𝑐1 (
𝜕𝑌𝑥𝑧
𝜕𝑦

−
𝜕𝑌𝑦𝑧

𝜕𝑥
)

+
1

2
(
𝜕2𝑋̑𝑥𝑦

𝜕𝑥2
−
𝜕2𝑋̑𝑥𝑦

𝜕𝑦2

+
𝜕2(𝑋̑𝑦 − 𝑋̑𝑥)

𝜕𝑦𝜕𝑥
) 

+
2ℎ

3
(
𝜕𝑐𝑦

𝜕𝑥
−
𝜕𝑐𝑥
𝜕𝑦
)

= 𝐼0𝑤̈ − 𝑐1
2𝐼6𝛻

2𝑤̈ + 𝑐1𝐼3 (
𝜕𝑢̈

𝜕𝑥
+
𝜕𝑣̈

𝜕𝑦
)

+ 𝑐1𝐽4 (
𝜕𝜙̈𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝜙̈𝑦

𝜕𝑦
) 

𝛿𝜙𝑥:
𝜕𝑀̄𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝑀̄𝑥𝑦

𝜕𝑦
− 𝑄̄𝑥

+
1

2
(
𝜕𝑋̄𝑥𝑦

𝜕𝑥
+
𝜕𝑋̄𝑦

𝜕𝑦
−
𝜕𝑋̄𝑧
𝜕𝑦

+
𝜕2𝑌̄𝑥𝑧
𝜕𝑥𝜕𝑦

+
𝜕2𝑌̄𝑦𝑧

𝜕𝑦2
) 

+3𝑐1𝑌𝑦𝑧 +
𝑐𝑦ℎ

3
= 𝐽1𝑢̈ + 𝐾2𝜙̈𝑥 − 𝑐1𝐽4

𝜕𝑤̈

𝜕𝑥
 

𝛿𝜙𝑦:
𝜕𝑀̄𝑥𝑦

𝜕𝑥
+
𝜕𝑀̄𝑦

𝜕𝑦
− 𝑄̄𝑦

−
1

2
(
𝜕𝑋̄𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝑋̄𝑥𝑦

𝜕𝑦
−
𝜕𝑋̄𝑧
𝜕𝑥

+
𝜕2𝑌̄𝑥𝑧
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑌̄𝑦𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
) 

−3𝑐1𝑌𝑥𝑧 −
𝑐𝑥ℎ

3
= 𝐽1𝑣̈ + 𝐾2𝜙̈𝑦 − 𝑐1𝐽4

𝜕𝑤̈

𝜕𝑦
 

(44)      
     

 

صورت زیر تعریف ( به44رابطه )استفاده شده در ی پارامترها
 .شوندمی
 

 

(43) 

 
       
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 میکروورق ارتعاشی معادلات حل -2-5
 

با توجه به اینکه حل تحلیلی و دقیق معادلات دیفرانسیل به 

باشد، جهت حل معادلات به دست آمده از دست آمده مشکل می

 مکنیروش، فرض میکنیم. در این روش عددی نویر استفاده می

باشند. طبق روش نویر، های میکروورق ساده میتمامی تکیه گاه

ا باشند را بجایی میمتغیرهای مسئله که شامل پارامترهای جابه

 ،𝑈𝑟𝑠 ،𝑉𝑟𝑠 استفاده از سری فوریه دوگانه و بر حسب ضرایب ثابت

𝑊𝑟𝑠  ،𝜙𝑟𝑠
𝜙𝑟𝑠و  1

گذاری شود. با جای( بیان می46طبق رابطه ) 2

روابط موجود در حل نویر در معادلات حرکت، معادلات مکانیکی 

 شوند.قابل حل می
 

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) =∑∑

∞

𝑠=1

𝑈𝑟𝑠

∞

𝑟=1

𝑐𝑜𝑠(𝛼𝑥) 𝑠𝑖𝑛(𝛽𝑦) 𝑒𝑖𝜔𝑡 

𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑡) = ∑∑

∞

𝑠=1

𝑉𝑟𝑠

∞

𝑟=1

𝑠𝑖𝑛(𝛼𝑥) 𝑐𝑜𝑠(𝛽𝑦) 𝑒𝑖𝜔𝑡 
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𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡) = ∑∑

∞

𝑠=1

𝑊𝑟𝑠

∞

𝑟=1

𝑠𝑖𝑛(𝛼𝑥) 𝑠𝑖𝑛(𝛽𝑦) 𝑒𝑖𝜔𝑡 

𝜙1(𝑥, 𝑦, 𝑡) =∑∑

∞

𝑠=1

𝜙𝑟𝑠
1

∞

𝑟=1

𝑐𝑜𝑠(𝛼𝑥) 𝑠𝑖𝑛(𝛽𝑦) 𝑒𝑖𝜔𝑡 

𝜙2(𝑥, 𝑦, 𝑡) = ∑∑

∞

𝑠=1

𝜙𝑟𝑠
2

∞

𝑟=1

𝑠𝑖𝑛(𝛼𝑥) 𝑐𝑜𝑠(𝛽𝑦) 𝑒𝑖𝜔𝑡 

(45) 
 

  

𝛼فوق،  در رابطه  =
𝑟𝜋

𝑎
𝛽و   =

𝑟𝜋

𝑏
گذاری باشد. با جایمی 

معادلات ارتعاشی میکروورق به فرم  (،44( در معادله )45) معادله

 شوند.( تبدیل می46معادله )

 

 ]4[خصوصیات مواد4جدول 

 

(46) [𝑀𝑖𝑗]

{
 
 

 
 
𝑈̈𝑟𝑠
𝑉̈𝑟𝑠
𝑊̈𝑟𝑠
𝜙̈𝑟𝑠
1

𝜙̈𝑟𝑠
2 }
 
 

 
 

+ [𝐾𝑖𝑗]

{
 
 

 
 
𝑈𝑟𝑠
𝑉𝑟𝑠
𝑊𝑟𝑠
𝜙𝑟𝑠
1

𝜙𝑟𝑠
2 }
 
 

 
 

=

{
 
 

 
 
0
0
0
0
0}
 
 

 
 

 

 

 نتایج -3
 

به منظور انجام محاسبات مربوط به تحلیل دینامیکی میکروورق، 

خواص هندسی و مکانیکی مواد استفاده شده در قالب جدولی به 

  شود.میشرح زیر ارائه 

ر راستای طولی و ضخامت در این مقاله، خواص میکروورق د

ر تغیی های توانی مختلف )ثابت، خطی و غیرخطی(طبق توزیع

ل به دلی همانند اکثر تحقیقات انجام شده در این مقالهکند. می

تغییرات اندك ضریب پواسون، مقدار ثابتی برای آن در نظر گرفته 

 شود.می

رکانس ف از پارامتر تحلیل بهتر نتایج منظوردر این پژوهش به

𝜔̄بعد طبیعی بی = 𝜔
𝑎2

ℎ
√
𝜌𝑚

𝐸𝑚
 کنیم. می استفاده 

 به دست آمدهایج بهتسنجی نمنظور صحهدر این بخش به

های حاصل از پژوهش حاضر با سایر کارهای مشابه مقایسه داده

 اشدبمیسیستم مورد مقایسه، ورق مستطیلی شود. پرداخته می

سنجی نتایج، به تمامی پارامترهای مکانیکی، که به منظور صحه

ر دو ورق مقادیر مشابهی اختصاص داده شده است. همچنین ه

گاه از نوع ساده( های یکسان )تکیهگاهمورد بررسی، دارای تکیه

در جدولی به  باشند.باشند و هر دو دارای ساختار همگن میمی

همگن به ازای  هایمیکروورقبعد های بیشرح زیر، فرکانس

مقادیر مختلفی از 
𝑎

ℎ
و  

𝐿

ℎ
تطابق  جهتاست. نشان داده شده   

 شود.استفاده می ]04[منبع دست آمده، از نتایج نتایج به

بعد میکروورق همگن به بی های( به بررسی فرکانس0) در جدول

ازای مقادیر مختلفی از 
𝑎

ℎ
و  

𝐿

ℎ
 پرداخته شده است. 

 
 بعد میکروورق همگنهای بیفرکانس 0جدول 

 

که نتایج  شودمشاهده می( 0های جدول )با توجه به داده

 ]04[دست آمده در این پژوهش، تطابق خوبی با نتایج منبع به

 شود که با افزایش نسبتمشاهده می( 0دارد. با توجه به جدول )
𝐿

ℎ
 زیرا با افزایش نسبت ،یابدهای میکروورق افزایش میفرکانس  
𝐿

ℎ
یابد و در نتیجه، این افزایش در ورق، سفتی ورق افزایش می 

. گرددهای ارتعاشی سیستم میمنجر به افزایش فرکانس سفتی

توان نتیجه گرفت می های جدول فوقهمچنین با توجه به داده

ازای یک به  ش نسبت طول به ضخامت میکروورقکه با افزای

𝐿

ℎ
 

𝑎

ℎ
= 5 

𝑎

ℎ
= 20 

 

𝑎

ℎ
= 100 

Present CPT[22] Present CPT[22] Present CPT[22] 
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9
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6
9
8
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5
5
6

 

6
.4

0
2
7

 

6
.4

5
5
6

 

6
.4

5
3
4

 

6
.4

5
5
6

 

0.4 

7
.0

3
3
0

 

7
.7

2
3
9

 

7
.6

7
0
7

 

7
.7

2
3
9

 

7
.7

2
1
7

 

7
.7

2
3
9

 

0.6 

8
.7

3
8
9

 

9
.4

6
7
3

 

9
.4

1
1
6

 

9
.4

6
7
3

 

9
.4

6
5
0

 

9
.4

6
7
3

 

0.8 

1
0
.6

7
6
6

 

1
1
.4

7
1
3

 

1
1
.4

1
0
7

 

1
1
.4

7
1
3

 

1
1
.4

6
8
8

 

1
1
.4

7
1
3

 

1 

1
2
.7

4
0
7

 

1
3
.6

2
1
3

 

1
3
.5

5
4
4

 

1
3
.6

2
1
3

 

1
3
.6

1
8
6

 

1
3
.6

2
1
3

 

𝐸𝑇(𝐺𝑃𝑎) 𝐸𝐵(𝐺𝑃𝑎) 𝜐 ℎ(𝜇𝑚) 𝜌𝑇 (
𝑘𝑔

𝑚3
) 𝜌𝐵 (

𝑘𝑔

𝑚3
) 

380 70 0.3 88 3800 2702 



 4343 دیو  آذر، 463پیاپی ، شماره 5 ، شماره43دوره                                      نشریه مهندسی مکانیک                                                                  

 

60 
 

 

نسبت 
𝐿

ℎ
-می ثابت بعد میکروورق تقریبا  های بیکانسفر مشخص 

مانند. اختلاف مقادیر موجود به ازای 
𝑎

ℎ
= در نظر  دلیل به 5

زیرا به ازای  ؛باشدنگرفتن اثرات برشی می
𝑎

ℎ
= ضخامت  5

کند و میکروورق، ضخیم گیری پیدا میمیکروورق افزایش چشم

فتار برشی تر رسازی دقیقشود. به همین دلیل جهت مدلمی

کل شییرهای تغباید از سایر تئوری حاکم بر میکروورق ضخیم

 های ضخیمهایی که مربوط به سازهبرشی استفاده کرد؛ تئوری

به ازای دلیل باشند. به همین می
𝑎

ℎ
= دست آمده نتایج به 5

 باشد.کمی متفاوت با پژوهش انجام شده می

در این بخش به بررسی و تأثیر پارامترهای مختلف بر 

 شود.های طبیعی میکروورق پرداخته میفرکانس

( به بررسی اثرات شاخص توانی )مدرج تابعی 4در جدول )

یک جهته( بر فرکانس طبیعی میکروورق به ازای مقادیر مختلفی 

از 
𝑎

ℎ
و  

𝐿

ℎ
 پرداخته شده است.  

 

 بعد میکروورق مدرج تابعی یک جهتهفرکانس ارتعاشی بی 4جدول 
 
 

𝐿

ℎ
 

𝑎

ℎ
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ℎ
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 بعد میکروورق مدرج تابعی دو جهتهفرکانس ارتعاشی بی 3جدول 
 
 

𝐿

ℎ
 

𝛼 = 1 𝛼 = 2 𝛼 = 3 
p
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توان دریافت که با افزایش ( می4های جدول )دادهبا توجه به 

( به ازای مقادیر طولی ثابت، 𝑝پارامتر مربوط به شاخص توانی )

یابد. همچنین با بررسی فرکانس طبیعی میکروورق کاهش می

توان دریافت که با افزایش مقادیر جدول مذکور می
𝑎

ℎ
فرکانس   

مقادیر بزرگتر   یابد و به ازایارتعاشی میکروورق افزایش می
𝑎

ℎ
  

وند. شفرکانس ارتعاشی میکروورق به مقادیر مشخصی همگرا می

توان نتیجه گرفت که با افزایش ( می4همچنین با بررسی جدول )

های ارتعاشی میکروورق افزایش مقدار اثر اندازه، فرکانس

 یابند.می

( تأثیر پارامترهای اثر اندازه و شاخص توانی را بر  0شکل )

بعد میکروورق مدرج تابعی یک جهته با های ارتعاشی بیفرکانس

𝑎فرض = 10ℎ ( مشاهده 0دهد. با توجه به شکل )نشان می

شود که با افزایش مقادیر مربوط به شاخص توانی به ازای هر می

بعد میکروورق کاهش مقداری از پارامتر اثر اندازه، فرکانس بی

توان نتیجه گرفت که با ی( م0یابد. همچنین با بررسی شکل )می

افزایش نسبت 
ℎ

𝐿
،  به ازای هر مقداری از شاخص توانی، فرکانس 
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 ای که با افزایشکند به گونهطبیعی میکروورق کاهش پیدا می

ℎنسبت 

𝐿
𝐿حالتی که مقادیر فرکانس به  ، = میل باشد، می 0

توان نتیجه گرفت که می( 0) کند. همچنین با بررسی شکلمی

گرفتن پارامتر اثر اندازه، فرکانس طبیعی میکروورق با در نظر 

 یابد.افزایش می

 

 
بعد بی هایر اندازه و شاخص توانی بر فرکانسثیر پارامتر اثأت 0 شکل

 میکروورق

 

 
ثیر پارامتر اثر اندازه و نسبت طولیأت 4 شکل

𝑏

𝑎
بعد های بیبر فرکانس 
𝑝میکروورق مدرج تابعی با فرض = 1 

 

 ثیر پارامترهای اثر اندازه و نسبت طولی( تأ4)شکل 
𝑏

𝑎
را بر   

بعد میکروورق مدرج تابعی یک جهته با های ارتعاشی بیفرکانس

𝑎فرض = 20ℎ و 𝑝 =  دهد.نشان می 1

شود که با افزایش پارامتر مشاهده می( 4)با توجه به شکل 

 اثر اندازه به ازای هر مقداری از نسبت طولی
𝑏

𝑎
بعد فرکانس بی ،

توان می( 4)یابد. همچنین با بررسی شکل میکروورق افزایش می

نتیجه گرفت که با افزایش نسبت طولی
𝑏

𝑎
به ازای هر مقداری از   

 کند.پارامتر اثر اندازه، فرکانس طبیعی میکروورق کاهش پیدا می

سون را بر  ثیر پارامترهای اثر اندازه و ضریب پواأت (3) شکل

بعد میکروورق مدرج تابعی یک جهته با بی های ارتعاشیفرکانس

𝑎 فرض = 20ℎ و𝑝 = ( 3)دهد. با توجه به شکل نشان می 1

ی قدارشود که با افزایش پارامتر اثر اندازه به ازای هر ممشاهده می

د. یاببعد میکروورق افزایش میاز ضریب پواسون، فرکانس بی

میتوان نتیجه گرفت که با افزایش ( 3)همچنین با بررسی شکل 

𝐿ضریب پواسون در مقادیر ابتدایی 

ℎ
فرکانس ارتعاشی افزایش  ،

که با افزایش ضریب پواسون و نسبتیابد؛ در حالیمی
𝐿

ℎ
، فرکانس 

 یابد.ارتعاشی کاهش می

 

 
 

بعد یهای به و ضریب پواسون بر فرکانسپارامتر اثر انداز تأثیر 3 شکل
𝑝تابعی با فرضمیکروورق مدرج  = 1 

 

 
ضخامتی و توانی مدرج تابعی بر -های طولیشاخصتأثیر  5 شکل

 فرکانس بدون بعد میکروورق

 
ضخامتی و توانی مدرج  -های طولیشاخصثیر تأ( 5) شکل

بعد میکروورق مدرج تابعی دوجهته با را بر فرکانس بی تابعی

𝐿 فرض = 0.6ℎ مشاهده ( 5)دهد. با توجه به شکل نشان می

به شاخص توانی به ازای هر شود که با افزایش مقادیر مربوط می

بعد بی فرکانسضخامتی، -های طولیشاخص ازمقداری 

یابد. همچنین با توجه به به صورت خطی کاهش می میکروورق

متر شاخص توان نتیجه گرفت که با افزایش پارامی (5)شکل 

 .یابدافزایش میبعد میکروورق ضخامتی، فرکانس بی-طولی
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 بندیجمع -4
 

به تحلیل  دینامیکی میکروورق های مدرج تابعی  در این پژوهش
دو جهته با استفاده از تئوری های ورق ردی و تنش کوپل اصلاح 

ق تئوری وراساس  برشده پرداخته شده است. در این مقاله، ابتدا 
جایی میکروورق در نظر گرفته شده است. ردی، میدان جابه

کرنش مربوط به -سپس با استفاده از قانون هوك، روابط تنش
تئوری تنش اساس  برمیکروورق تعیین شده است. پس از آن، 

های مربوط به اثر اندازه لحاظ شده است. کوپل اصلاح شده، ترم
کرنشی و انرژی جنبشی و های پتانسیل انرژیبا محاسبه 

و دینامیکی میکروورق گذاری در اصل همیلتون، معادلات جای
مدرج تابعی دو جهته به دست آمده است. در پایان، معادلات به 

 های عددی حل شده است.دست آمده با استفاده از روش
 نتایج به دست آمده در این پژوهش عبارتند از:

 با افزایش پارامتر مربوط به شاخص ت(وانی𝑝 به ازای مقادیر )
طولی ثابت، سفتی سیستم کاهش یافته و در نتیجه فرکانس 

 یابد.طبیعی میکروورق کاهش می

  با افزایش مقادیر
𝑎

ℎ
، سفتی سیستم افزایش یافته و فرکانس 

 یابد و به ازای مقادیر بزرگترارتعاشی میکروورق افزایش می
𝑎

ℎ
مشخصی همگرا ، فرکانس ارتعاشی میکروورق به مقادیر 

 شوند و ثابت می مانند.می
  های ارتعاشی میکروورق پارامتر اثر اندازه، فرکانسبا افزایش

 یابند.افزایش می
 اهش ک، سفتی ورق زایش مقادیر مربوط به شاخص توانیبا اف

 یابد.بعد میکروورق کاهش مییافته و در نتیجه فرکانس بی

  با افزایش نسبت
ℎ

𝐿
از شاخص توانی، به ازای هر مقداری ، 

ی که ایکروورق کاهش پیدا میکند به گونهفرکانس طبیعی م

با افزایش نسبت 
ℎ

𝐿
𝐿، مقادیر فرکانس به حالتی که  = 0 

 کند. باشد، میل میمی

 ولیپبا افزایش نسبت ط 
𝑏

𝑎
، فرکانس طبیعی میکروورق کاهش 

 کند.پیدا می
  اندازه،  اثربا افزایش ضریب پواسون در مقادیر ابتدایی پارامتر

یابد؛ همچنین با افزایش پارامتر فرکانس ارتعاشی افزایش می
اثر اندازه، سفتی سازه کاهش یافته و فرکانس ارتعاشی کاهش 

 یابد.می
 عد بضخامتی، فرکانس بی-متر شاخص طولیبا افزایش پارا

 یابد.میکروورق افزایش می

 عد بجایی بیضخامتی، جابه-خص طولیبا افزایش پارامتر شا
 یابد.میکروورق کاهش می

 ]04[های موجود در مقالهنتایج به دست آمده با داده کلیه
 همخوانی دارد.

 و اختصارات علائمفهرست  -5
 

 م انگلیسیئعلا 
 

𝐴𝑖𝑗 کروورقیم یکیمربوط به خواص مکان سیماتر 

𝑎 عرض میکروورق 
𝑏 طول میکروورق 

𝐵𝑖𝑗  میکروورقماتریس مربوط به خواص مکانیکی  
𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙  تانسور تنش مرتبه چهارم 

𝐷𝑖𝑗  ماتریس مربوط به خواص مکانیکی میکروورق 
𝐸𝑖𝑗  ماتریس مربوط به خواص مکانیکی میکروورق 

𝐸 مدول الاستیسیته 
𝑒0 ثابت الاستیک 

𝐹𝑖𝑗  ماتریس مربوط به خواص مکانیکی میکروورق 
𝐻𝑖𝑗  میکروورق ماتریس مربوط به خواص مکانیکی 

ℎ ضخامت میکروورق 
𝐽𝑖𝑗  ماتریس مربوط به خواص مکانیکی میکروورق 

𝐾 نیروی برشی 
𝐾𝑖𝑗  ماتریس سفتی 

𝑙 پارامتر اثر اندازه 

𝐿𝑖𝑗  ماتریس مربوط به خواص مکانیکی میکروورق 

𝑚𝑖𝑗 های تانسور متقارن تنش کوپلمؤلفه 
𝑀 خمش 

𝑀𝑖𝑗  ماتریس جرمی 
𝑁 تنش منتجه 
𝑃 منتجه تنش 

𝑄𝑖𝑗  ماتریس سفتی الاستیک 
𝑅 شعاع انحنای نانوپوسته 

𝑢 جایی در جهت جابه𝒙𝟏 

𝑈𝑟𝑠 ضریب حل نویر 

𝑣 جایی در جهت جابه𝒙𝟐 
𝑉𝑟𝑠 ضریب حل نویر 

𝑤 جایی در جهت جابه𝒙𝟑 
𝑊𝑟𝑠 ضریب حل نویر 

 

 علائم یونانی
𝛼 پارامتر طولی مدرج تابعی 
𝜀𝑖𝑗 تانسور کرنش 

𝜎𝑖𝑗 تانسور تنش 
𝜇 پارامتر غیرموضعی 

𝜐     ضریب پواسون 
𝜑 تابع کرنش برش 

𝜒𝑖𝑗  های تانسور متقارن انحنای میکروورقلفهؤم 
𝜃 بردار چرخش 
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