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 کیاحاطه شده توسط بستر الاست یکربن های نانولوله یشاخگورفتار د
 متحرک یکدر اثر بار هارمون

 
 های دارورسان است. انتقال نانوذرات در سیستم ،(CNTs) یکربن های نانولوله یکاربردها ترین از مهم یکیچکیده: 

. دشو ینانولوله م یرخطیکه منجر به ارتعاشات غ گیرند می قرار متحرک بار معرض در ها کاربردها، نانولوله یندر ا

 یستمس سازی متحرک است. مدل یکدر اثر بار هارمون CNTs یرفتار دوشاخگ یلمطالعه، تحل ینا یهدف اصل ینبنابرا

 یبتا به ترتکو-و رانج ینگلرک های انجام شده است. روش وینکلرفنر و  غیرمحلی یبرنول-یلراو یرت یبا استفاده از تئور

 یومتحرک ر یکهارمون نیروی سرعت و فرکانس دامنه، اثرات. اند و حل معادله حرکت به کار رفته سازی گسسته یبرا

 ینما ممیتوان، مقاطع پوانکاره و ماکز یفصفحه فاز، ط ی،دوشاخگ یتوسط نمودارها یستم،س یرخطیغ ینامیکپاسخ د

 بهش یرهارمونیک،ز یودیک،حرکات پر از جمله یمتنوع یرخطیغ یرفتارها یج حاکی از. نتاه استشد یبررس یاپانوفل

 یشبا افزا میستپاسخ س لا،با یکتحر های نشان داد که در فرکانس یج. نتااست یستمو آشوبناک در پاسخ س یودیکپر

قوع و توان یم یکفرکانس تحر یشبا افزا ینکه. ضمن اماند یم یباق یرهارمونیکز یتدر وضع یکتحر یرویدامنه ن

 انداخت. یررا به تأخ یستمرفتار نامنظم س یناول
  

متحرک  ارب یرمحلی،غ یسیتهالاست یتئور ینکلر،و یکبستر الاست ی،کربن های نانولوله ی،دوشاخگ: های راهنماواژه
 یکهارمون

 

 مقاله علمی پژوهشی

 43/46/9043دریافت: 

 40/45/9043بازنگری:  

 00/45/9043پذیرش: 

Bifurcations behavior of elastically embedded 

carbon nanotubes due to moving harmonic load 
 

Abstract: One of the most significant applications of carbon nanotubes (CNTs) is 

transportation of nanoparticles in drug delivery systems. In these applications, nanotubes 

are subjected to moving loads, and this leads to nonlinear vibration of nanotubes. So, the 

main purpose of this study is to analyze bifurcations behavior of elastically embedded 

CNTs due to moving harmonic load. The model of the system is formulated by nonlocal 

Euler–Bernoulli beam theory and Winkler spring. The Galerkin and Rung–Kutta 

methods are used to discretize and solve the equation of motion, respectively. The effects 

of some parameters on the nonlinear response of the system are investigated by the 

bifurcation diagrams, phase plane portrait, power spectra, Poincare´ map and the 

maximum Lyapunov exponent. The results indicated that, at high excitation frequency, 

the system stays in sub-harmonic motions by increasing the amplitude of the harmonic 

load. Occurrence of the first irregular motion can be delayed by increasing the excitation 

frequency. 

 

Keywords: Bifurcation, Carbon nanotubes, Winkler elastic foundation, Nonlocal 
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Reza 

Khosravanian 
M.Sc. 

 
Reza Ebrahimi  

Assistant professor,  

Faculty of 

Engineering, 

Yasouj University, 

Yasouj  

 
ISME  



 نشریه مهندسی مکانیک                                                                      رضا خسروانیان و رضا ابراهیمی                                                               

 

05 

 

 مقدمه -1
 

به سبب داشتن خواص منحصر به  (CNTs) 9کربنی هاینانولوله

 مختلف یدر کاربردها یکیو الکتر یکیمکان یزیکی،فرد ف

، ]0[بایوسنسورها  ،]9[دارورسانی  نظیر ینانوتکنولوژ

در  CNTsبه کارگیری  .شوندیاستفاده مو ...  ]3[ ترانزیستورها

های ملکولی و با هدف های دارورسان به عنوان کانالسیستم

های حامل نانوذرات، در شود. لذا نانولولهانتقال نانوذرات انجام می

ارتعاشات  به منجر که دارند قرار متحرکی عرضی بارهای معرض

. بر این اساس مطالعات زیادی ]5[، ]0[شود می آنها در عرضی

تحت بار متحرک انجام شده است که  CNTsروی رفتار ارتعاشی 

 شود.در ادامه به برخی از آنها اشاره می

-یهتک بانانولوله کربنی  یک یارتعاشات اجبار ]6[ سیمسک

 قرار مطالعه مورد متحرک، هارمونیک بار معرض در را ساده گاه

استفاده از روش آنالیز مودال  با زمانی حوزه هایپاسخ. است داده

 ندازه،ا نسبت تأثیر. اندآمده دست به مستقیم گیریو انتگرال

 دینامیکی هایپاسخ روی متحرک بار تحریک فرکانس و سرعت

 هایشکل تغییر که دهدمی نشان نتایج. اندشده بحث سیستم

 هایحل از بزرگتر غیرمحلی، هایحل از آمده دست به دینامیکی

متناظرشان هستند. برای مقادیر زیاد سرعت بار  کلاسیک

 ایهفرکانس از نظرصرف دینامیکی، هایمتحرک، تغییر شکل

 ]5[ هونگ و همکاران .کندمی میل صفر سمت به تحریک،

قرار  ینانولوله کربن یکاز عبور ذارت متحرک در  یارتعاشات ناش

تر قرار دادند. رفتار بس یرا مورد بررس یکبستر الاست یگرفته رو

 یدر نظر گرفته شده است. پاسخ زمان یبه صورت خط یکالاست

و  یرمرادیانپ مختلف، محاسبه شده است. یپارامترها یبه ازا

 ییروهانانوذرات، ن ینرسیبا در نظر گرفتن اثرات ا ]8[ همکاران

 یررسب یرا برا یمدل یرمحلی،غ یسیتهالاست یو تئور یواندروالس

ر بست یتحت عبور نانوذرات رو ینانولوله کربن یک یداریپا

از آن بود که در نظر  یحاک یجنمودند. نتا یشنهادپ یکالاست

منجر  یکبستر الاست یسخت یشو افزا والسیگرفتن اثرات واندر

 ]1[ سرپرست و همکاران .شودیم یستمس یداریبه بهبود پا

را در معرض بار  یالنانولوله حامل س یک یارتعاشات آزاد و اجبار

 جیاتمورد مطالعه قرار دادند. ن یسترمومغناط یطمتحرک و در مح

 ینامیکیرفتار د یآنها نشان داد که اثر سرعت بار متحرک رو

 .بدیایم یشافزا یپسماند سطح هایتنش یشبا افزا یستم،س

نانولوله دوجداره  یک ینامیکیرفتار د ]94[ و همکاران یناتساک

 
1 Carbon nanotubes 
2 Shell 
3 Winkler 

-را که تحت عبور نانوذرات قرار دارد، مدل یکبستر الاست یرو

 بستر و 0پوسته صورت به هامدل، لوله ینکردند. در ا سازی

 یروهاین ینمدل شده است. همچن 3ینکلربا فنر و الاستیک

 کندیم ییدتأ یجاست. نتا یدهلحاظ گرد یزبرهمکنش واندروالس ن

کل ش ییربستر، منجر به کاهش تغ یکالاست یبضر یشکه افزا

ت، سرعت نانوذرا یشبا افزا ین. همچنشودیم یستمس ینامیکید

 یشزااف یستم،س ینامیکیپاسخ د یرو یرمحلیپارامتر غ یرتأث

 یارتعاشات نانولوله کربن یلتحل ]99[ تانچوما و همکاران .یابدیم

 هیسیتو الاست یموشنکوت یرحامل نانوذرات را بر اساس مدل ت

لغزش و عدد نادسن ارائه  یبا در نظر گرفتن شرط مرز یرمحلیغ

را  ینانولوله کربن یک ینامیکیپاسخ د ]90[یسن آزمن و ا کردند.

و بار متحرک قرار  یحرارت یدانم یسی،مغناط یدانکه تحت م

ارامتر پ یشنشان داد که افزا نتایج. اندگرفته است، محاسبه کرده

کاهش  یجتاًو نت یمنجر به کاهش سخت 0طول دابلت یاسمق

پس از  ]93[ ما و همکاران .شودیم یستمدون بعد سفرکانس ب

 ینانولوله احاطه شده رو یکاستخراج معادلات حاکم بر حرکت 

 یه،اپ یکتحت عبور نانوذرات متحرک و تحر یکبستر الاست یک

 اثرات یشافزا یجتاًجرم نانوذره و نت یشنشان دادند که با افزا

 یرویبا نانون یحاصل از نانوجرم عبور یجنتا یناختلاف ب ینرسی،ا

 ینگبا استفاده از کوپل ]90[ لنگ و چانگ .شودیم یشترب یعبور

ا ر یزمیدما، مکان ییراتاز تغ یناش یانجر یجادجامد و ا - یالس

 نهادیشپ ی،طولان ینانولوله کربن یکانتقال نانوذرات در  یبرا

ن نشا یملکول ینامیکد هایسازییهنمودند. آنها بر اساس شب

 نیاجر یک یجادقادر به ا یودیک،پر ییدما یدانم یکدادند که 

 لیانتقال نانوذرات در داخل نانولوله طو یجتاًو نت یدارپا یالس

پاسخ دینامیکی یک نانولوله  ]95[و همکاران  کشتکار است.

کربنی حامل سیال و نانوذرات متحرک را با در نظر گرفتن شرایط 

نتایج نشان داد که با افزایش مرزی لغزش مورد بررسی قرار دادند. 

 د.یابسرعت جریان سیال، فرکانس طبیعی سیستم کاهش می

پایداری دینامیکی یک نانوتیر را در  ]96[هاشمیان و همکاران 

 عبور نانوذرات، بر اساس تئوری گرادیان کرنش مطالعه نمودند. اثر

نتایج نشان داد که ثابت برشی پاسترناک، ناحیه ناپایداری 

 دهد.های بالاتر تغییر میدینامیکی را به سمت سرعت

ثر ها در امطالعات بالا بر روی پاسخ ارتعاشات اجباری نانولوله

به دلیل وجود عوامل بار متحرک انجام شده است. در حالیکه 

های غیرخطی غیرخطی در معادلات حرکت، ممکن است پدیده

و  6کربنی تناوبی، حرکات شبه5مانند دوشاخگی ایپیچیده

4 Doublet length scale parameter 
5 Bifurcation 
6 Quasi-periodic 



 9043 اسفندو  بهمن، 951پیاپی ، شماره 6 ، شماره33دوره    نشریه مهندسی مکانیک                                                                                              

 

08 

 

سیستم ایجاد شود که در مطالعات ینامیکی ددر پاسخ  9آشوبناک

در ادامه، به برخی تحقیقات  .]95[ بالا بررسی نگردیده است

ژو و  شود.پرداخته می CNTsانجام شده روی رفتار غیرخطی 

صفحه فاز و مقاطع  ی،پاسخ زمان یاز نمودارها ]98[ همکاران

قرار  ینانولوله کربن یکرفتار آشوبناک  یصتشخ یبرا پوانکاره

-آستانه یراند. سپس مقاداستفاده کرده ینکلربستر و یگرفته رو

 یعانم کردند. یمعرف یستموقوع رفتار آشوبناک در س یرا برا 0یا

 روییتحت ن ینانولوله کربن یک یرخطیرفتار غ ]91[ یاندوآبم

نموده  یبررس یکرنش یانگراد یرا براساس تئور یکالکترواستات

اندازه  اثر یک،نشان داد که بسته به مقدار ولتاژ تحر یجاست. نتا

گ و وان .دهد ییرحرکت آشوبناک در پاسخ نانولوله را تغ تواندیم

ارتعاشات آشوبناک یک نانولوله کربنی منحنی شکل  ]04[ژانگ 

را در میدان مغناطیسی و حرارتی مطالعه نمودند. نتایج نشان داد 

ند توانکه پارامترهای شدت میدان مغناطیسی و طول نانولوله می

 ناک به کار گرفته شوند.برای جلوگیری از وقوع حرکات آشوب

دهد که تحلیل بندی مطالعات پیشین نشان میمرور و جمع

با در نظر گرفتن همزمان اثر بار متحرک  CNTsدوشاخگی 

ر الاستیک و اثر مقیاس هارمونیک، اثر سختی غیرخطی بست

کنون مورد بررسی قرار نگرفته است. از این رو در مطالعه اندازه تا

تحت بار متحرک  CNTsحاضر، پس از ارائه مدلی برای 

-هارمونیک بر مبنای تئوری الاستیسیته غیرمحلی، به گسسته

شود. سپس اثرات سازی معادله با روش گلرکین پرداخته می

پاسخ  یمتحرک رو یکهارمون نیروی سرعت و فرکانس دامنه،

حه صف ی،دوشاخگ یتوسط نمودارها یستم،س یرخطیغ ینامیکد

 یرسبر یاپانوفل ینما یممتوان، مقاطع پوانکاره و ماکز یففاز، ط

 .گرددمی

 

 مسئله یفو تعر یبندفرمول -2
 

احاطه شده توسط بستر  ینانولوله کربن یکمدل  (9)در شکل 

ه نشان داده شد یکمتحرک، به طور شمات یرویتحت ن یکالاست

 E یسیتهو مدول الاست L، طول btضخامت  یاست. نانولوله دارا

نظر  در یرز یاتفرض یستم،س یلو تحل سازیمدل ی. براباشدیم

 گرفته شده است:

در امتداد  pvبا سرعت ثابت  P(t)یک هارمون یخارج نیروی •

 .کندیحرکت م (x)محور  نانولوله یمحور خنث

 است. xعمود بر محور محور  P(t)ی خارج نیروی جهت •

 و همگن است. ایزوتروپیک نانولوله ساختار •

 
1 Chaotic 

نانولوله به صورت ساده در نظر  یدر دو انتها یمرز شرایط •

 گرفته شده است.

نظر صرف P(t)یک هارمون یخارج یروین اینرسی اثرات از •

 .استشده

نانولوله، صفر در نظر  یارتعاشات عرض یبرا یهاول شرایط •

 گرفته شده است.
 

 
 ،یکاحاطه شده توسط بستر الاست یمدل نانولوله کربن 9شکل 

 متحرک یرویتحت ن
 

 تنش ینگن،ار یرمحلیغ یسیتهالاست یمطابق با تئور

کرنش در همه  یداناز م ینقطه خاص، تابع یکدر  یرمحلیغ

 واندتیم یرمحلی،غ یسیتهالاست ینقاط جسم است. معادله تئور

 :]09[ شود یانب یربه صورت ز
 

(1) (1 − (e0a)
2∇2)σ = τ 

 

 یتجرب هایثابت ماده )که با روش یببه ترت τو  0e ،a ،∇ ،σکه 

سور تان ین،عملگر لاپلاس ی،(، طول مشخصه داخلشودیم یینتع

 یرنانوت ی. براباشندیم یتنش محل یسو ماتر یرمحلیتنش غ

 یشعاع یدر راستا یرمحلیغ یسیتهاز اثرات الاست برنولی، – یلراو

ه ب تواندیم یرمحلین تنش غینظر نمود. بنابراصرف توانیم

 نوشته شود: یرصورت ز
 

(2) σxx − (e0a)
2
∂2σxx
∂x2

= Eεxx 
 

، a0e یرمحلیاگر پارامتر غ شود،یهمانطور که ملاحظه م

 یککلاس یسیتهالاست یمعادل صفر در نظر گرفته شود، تئور

 – یلراو یرت ی. با در نظر گرفتن تئورشودی(، حاصل می)محل

 (zی )در امتداد محور معادله حرکت ارتعاشات عرض برنولی،

 :]00[ انولوله عبارت است ازن
 

(3) −
∂2M

∂x2
+ p(x,t) = ρA

∂2w(x,t)

∂t2
 

2 Threshold 
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 یچگال ρنانولوله،  یشده رو یعتوز یعرض یروین p(x,t)که 

 Mزمان و  t ی،عرض ییجابجا w(x,t)سطح مقطع،  Aنانولوله، 

به  M یشده در نانولوله است. ممان خمش یجادا یممان خمش

 :شودیم یانب یرصورت ز
 

(0) M = −∫zσxxdA 
 

و در  xشده نسبت به محور  گیریاندازه یمختصات عرض zکه 

 xxε یکرنش عرض یناست. همچن یمثبت ارتعاشات عرض یراستا

 :کوچک، برابر است با هایشکل ییرتغ یبرا
 

(5) εxx = −z
∂2w

∂x2
 

 

 :یم( دار5( و )0(، )0معادلات ) یببا ترک
 

(6) M− (e0a)
2
∂2M

∂x2
= EI

∂2w

∂x2
 

 

𝐼 که = ∫ 𝑧2𝑑𝐴دوم سطح است. با در نظر  ینرسی، ممان ا

 یحاکم برا یفرانسیلد ، معادله(6( و )3گرفتن معادلات )

 برنولی – یلراو یرنانولوله، با در نظر گرفتن مدل ت یارتعاشات عرض

 :آیدیبه دست م یربه صورت ز یرمحلیغ یسیتهالاست یو تئور
 

(5) 

EI
∂4w(x,t)

∂x4
+m

∂2

∂t2
[w(x,t)

− (e0a)
2
∂2w(x,t)

∂x2
]

= p(x,t) − (e0a)
2
∂2p(x,t)

∂x2
 

 

ده ش یعتوز یعرض یرویجرم بر واحد طول نانولوله است. ن mکه 

p(x,t)یخارج یروی، به صورت مجموع ن (x,t)eF یناش یرویو ن 

 . لذا:شودیم یفتعر mF(x,t) یکاز بستر الاست
 

(8) p(x,y) = Fe(x,y) + Fm(x,y) 
 

بستر  یرویاز بار متحرک است. ن ی، ناشeF(x,t)ی خارج یروین

و پاسترناک  ینکلرو یرخطیبا مدل غ یزن mF(x,t)یک الاست

 :یکه. به طور]03[ شودیم یفتوص
 

(1) Fe(x,y) = P(t)δ(x − xp) 
 

(94) P(t) = P0 sinΩt 
 

(99) Fm(x,y) = −k1w(x,t) − k2w
3(x,t) 

دامنه بار  0Pمتحرک،  یکبار هارمون یتموقع tp=vpx.که 

 یبضر 1kمتحرک،  یکفرکانس بار هارمون Ωمتحرک،  یکهارمون

تابع  (.)δپاسترناک و  یرخطیغ یبضر 2kپاسترناک،  یخط

 است: یرز یژگیبا و یراکد یدلتا
 

(90) 
∫ g(x)δ(n)(x − x0)dx
x2

x1

= {(−1)
ng(n)(x0) x1 < x0 < x2
0 Otherwise

 
 

تابع  یک (.)gو  یراکد یتابع دلتا nمشتق مرتبه  (.)δ(n)که 

 دلخواه است.

 

 ینبا روش گلرک سازیگسسته -3
 
 یفرانسیل( به معادله د5) ایپاره یفرانسیلمعادله د یلتبد یبرا

سخ اساس، پا یناستفاده شده است. بر ا یناز روش گالرک ی،معمول
 :زده شود ینتخم یربه صورت ز تواندیم یستمس یارتعاش

 

(93) w(x,t) = φ(x)q(t) 
 

 تابع یناست. اول یافته یممختصات تعم q(t)در رابطه بالا، 

 یردوسر مفصل، به صورت ز یمرز یطشرا یبرا یزن φ(x) یژهو

 :شودیم یفتعر
 

(90) φ(x) = sin (
πx

L
) 

 

( 5معادله ) ین(، ضرب طرف5( در )93معادله ) یگذاریبا جا

 یفرانسیل، معادله د(L,0) در بازه گیریانتگرال یتاًو نها φ(x)در 

 :شودیارائه م یستمحاکم بر حرکت س
 

(95) 𝑀0q̈(t) + Kq(t) + Λq3(t) = F(t) 
 

 که:
 

(96) 

M0

= m∫ φ2(x)dx
L

0

−m(e0a)
2∫ φ′′(x)φ(x)dx

L

0

 

 

(95) 

K

= EI∫ φ′′′′(x)φ(x)dx
L

0

+ 𝑘1∫ φ2(x)dx
L

0

− 𝑘1(e0a)
2∫ φ′′(x)φ(x)dx

L

0
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(98) 

Λ

= k2 (∫ φ4(x)dx
L

0

− 3(e0a)
2 (2∫ (φ′(x))2φ2(x)dx

L

0

+∫ φ′′(x)φ3(x)dx
L

0

)) 

 

(91) 

F(t)

= P(t).∫ (δ(x − xp)
L

0

− (e0a)
2
∂2δ(x − xp)

∂x2
)φ(x)dx 

 
 الگوریتم حل عددی و ابزارهای تحلیل رفتار غیرخطی -4
 

تعداد اندکی از معادلات دیفرانسیل حل تحلیلی و دقیق دارند که 

 حل هایروش دلیل همین به. باشدمی براغلب پیچیده و زمان

-ل تبدیل شدهدیفرانسی معادلات حل در کارآمد روشی به عددی،

 از استفاده با حرکت معادلات عددی حل تحقیق، این در. اند

 یرمقاد .است گرفته انجام متلب افزارنرم در کوتا – رانج روش

 تم،یسس سازیمدل یبه کار رفته برا یزیکیف یپارامترها یعدد

تحلیل رفتار غیرخطی سیستم  است. یدهگرد ارائه (9)در جدول 

، طیف توان، مقاطع صفحه فازنیز با استفاده از ابزارهایی مانند 

 پوانکاره و نمودارهای دوشاخگی انجام شده است.
 

 ]6[ ینانولوله کربن یزیکیف یپارامترها یرمقاد 9جدول 

 

 سیستم حرکت که کندمسیرهای مداری فقط مشخص می

 رایب را کافی اطلاعات توانندنمی و است غیرتناوبی یا تناوبی

یل دنمودار طیف توان که از تب .کنند فراهم نامنظم حرکت شروع

 ندهایفرای اکثر در آید،دست میفوریه گسسته متغییر خروجی به

نمودار از یک سری ود. این رمی کار به نیز سیگنال پردازش

 موضوع این مبین خطوط این و شودخطوط قائم تشکیل می

 ایمجموعه صورت به توانمی را نظر مورد سیگنال که هستند

 کی دارای توان طیف هرگاه. داد نشان هارمونیک توابع از گسسته

 توان طیف. است تناوبی حرکت دهنده نشان باشد، طیف خط

 هایاز خطوط طیف در برخی فرکانس نیز تناوبیشبه رفتار

 مقطع پوانکاره یک .تاس شده تشکیل یکدیگر با نامتناسب

 لح از شده ایجاد فازی نمودار که باشدمی فاز فضای در ایصفحه

-حرکت برای. کندمی قطع را سیستم حرکت بر حاکم معادلات

 تحرک چنانچه. است نقطه یک تنها پوانکاره مقطع تناوبی، های

تناوبی باشد، مقطع پوانکاره یک منحنی بسته از نقاط منفصل شبه

 نظم با و ایتوده صورت به نقاط تعدادی از یا کندرا ایجاد می

 شناسایی برای دوشاخگی هایاز نمودار .دشومی تشکیل خاصی

 نمودار در. شودمی استفاده نامنظم حرکت به ورود مسیر

 به صورت تابعیخطی غیر سیستم یک دائمی دامنه دوشاخگی،

 ارامترپ تغییر هنگام. شوداز پارامتر غیرخطی سیستم ترسیم می

ام n تناوب دوره با زیرهارمونیک صورت به حرکت اگر کنترلی،

نقطه مجزاء روی منحنی دیده  nباشد، در هر گام مشخص، 

 د،باش آشوبناک یا تناوبیخواهد شد. در نهایت اگر حرکت شبه

 با حالت این در. شودمی مشاهده منحنی روی نقاط از ستونی

 کتحر از را تناوبیشبه حرکت توانمی پوانکاره مقاطع به مراجعه

 عنوان به تواندماکزیمم نمای لیاپانوف می .ددا تشخیص آشوبناک

 فادهاست مکانیکی سیستم یک در آشوب تشخیص برای ابزاری

چنانچه ماکزیمم نمای لیاپانوف مثبت باشد حرکت  .گردد

آشوبناک است و در غیر این صورت حرکت منظم خواهد بود. 

بنابراین ماکزیمم نمای لیاپانوف صفر، مرز میان رفتار آشوبناک و 

 .]05[، ]00[باشد منظم می

 

 نتایج و بحث -5
 

ارامتر پ ینبدون بعد، به عنوان اول یکقسمت فرکانس تحر یندر ا

ته شده گرف ، در نظریستمس ینامیکیرفتار د یدر بررس کنترلی

بدون بعد سرعت عبور بار  یمطالعه، پارامترها یناست. در ا

 :شوندیم یفتعر یربه صورت ز β یکو فرکانس تحر αمتحرک 

 
 

(04) α =
𝑣𝑝

𝑣𝑐𝑟
=
𝜋𝑣𝑝

𝜔𝐿
 

 

(09) β =
𝛺

𝜔
 

 

 ینمودار دوشاخگ است. یخط یستمس یعیفرکانس طب ωکه 

رفته به کار گ یستمرفتار س ییابزار شناسا ینشدن به عنوان اول

منه دا یپارامتر کنترل یانگرنمودار ب ینا یشده است. محور افق

 مقدار نماد پارامتر ردیف

 E 1 T Pa یانگمدول  9

 d 1 nm نانولوله قطر 0

 tb 0.35 nm نانولوله ضخامت 3

 L 40 nm نانولوله طول 0

 ρ 2300 Kg/m3 نانولوله یجرم چگالی 5
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وسط  یعرض ییجابجا یانگرب یو محور عمود یکتحر یروین

 یدوشاخگ رفتاررا بر  یکاثر فرکانس تحر (0)شکل  نانولوله است.

حت ت یکاحاطه شده توسط بستر الاست یپاسخ نانولوله کربن

 .دهدینشان م یک،متحرک هارمون یروین

 یش، با افزاβ=0.8 بدون بعد یکپارامتر فرکانس تحر یبه ازا

 ریوارد حرکت ز یستمس ینامیکیرفتار د یک،تحر یرویدامنه ن

 N0P 0.00026=حالت تا  ین. اشودیم 11T یودبا پر یکهارمون

-رفتار نامنظم )شبه یکوارد  N0P 0.00027=ادامه داشته و در 

 ن دو نوع رفتار از همیا یص. تشخشودیآشوبناک( م یا پریودیک

دارد که در ادامه مورد بحث قرار  ییشناسا یابزارها یگربه د یازن

رفتار  یک،تحر یرویمجدد دامنه ن یش. با افزاگیرندیم

 N-=[0.000280P [0.001را در محدوده  یگرید یرهارمونیکز

 مشاهده نمود. توانیم

حرکت ، β=1.0 یکپارامتر فرکانس تحر یازا به

قابل  N-=[0.00P [0.00028در محدوده  یرهارمونیکز

شدن در محدوده  یاست. پس از آن نمودار دوشاخگ یابیدست

 .دهدیرا نشان م یرفتار نامنظم یعینسبتاً وس

، رفتار β=1.2 بدون بعد یکپارامتر فرکانس تحر یبه ازا

 کیتحر یرویبه مقدار ن یدنمورد نظر، تا رس ینانولوله کربن

=0.00019 N0P است. سپس در محدوده  یودیکبه صورت پر

 یک، وارد N-=[0.000200P [0.00081 یکتحر یرویدامنه ن

. مجدداً در شودیم 4T با دوره تناوب یرهارمونیکرفتار ز

0.001] N-=[0.000820P  یگرید یرهارمونیکرفتار ز یکبه 

 .شودیوارد م 4T با دوره تناوب

ر گرفت که د یجهنت توانیم یدوشاخگ ینمودارها یسهبا مقا

ر د یکدامنه تحر یشبا افزا یستمبالا، پاسخ س هایفرکانس

 ،فرکانس یشافزا ین. همچنماندیم یباق یرهارمونیکز یتوضع

 یگره د. نکتاندازدیم یررا به تأخ یستمرفتار نامنظم س ینوقوع اول

 یستمس یعیبا فرکانس طب یککه فرکانس تحر یهنگام ینکها

رفتار  یک،دامنه تحر یش، با افزا(β=1.0) ر استبراب یخط

 که در دو حالت یدر حال ماندیم یبه صورت نامنظم باق یستمس

β=0.8 و β=1.2یابر یخودکنترل یتقابل یک یدارا یستم، س 

 اشد.بیم یرهارمونیکو برگشتن به رفتار ز نظمگذر از رفتار نام

 ی،گدوشاخ یاز نمودارها یستمرفتار س یچگونگ یگیریبا پ

ه در محدود یستمنسبت به رفتار س یشناخت کل یک توانیم

رفتار  رتیقدق یبررس یکرد. برا یداپ یاز پارامتر کنترل یمشخص

 یژهوهب شودیاستفاده م یزن ییشناسا یابزارها یگر، از دیستمس

ار از رفتار آشوبناک، با نمود پریودیکرفتار نامنظم شبه یصتشخ

 یفصفحه فاز، ط (3)ناممکن است. شکل  شدن عملاً یدوشاخگ

N0P 0.00045= ,توان و مقطع پوانکاره پاسخ نانولوله را در

β=0.8 ،β=1.0, =0.00060 N0P  0.00040= ,و N0P

β=1.2 دهدینشان م. 
 

 
 )الف(

 

 
 )ب(

 

 
 )ج(

دوشاخگی جابجایی بدون بعد نانولوله با تغییر دامنه  رفتار 0شکل
0.2α ،nm a=0.10e ، 5=1×101k=نیروی تحریک به ازای 

2N/m  4وN/m 14=4×102k  )0.8=الفβ  )1.0=بβ  )ج
=1.2β 
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 )الف(

 

   
 )ب(

 

   
 )ج(

102k×4=14 و  0.2α ،nm a=0.10e ،2N/m 5=1×101k=صفحه فاز، طیف توان و مقطع پوانکاره جابجایی بدون بعد نانولوله به ازای  3شکل 

4N/m  )الفβ=0.8, N 0.00045=0P  )بβ=1.0, N 0.00060=0P  )جβ=1.2, N 0.00040=0P 

 
توان و مقطع پوانکاره را در  یفصفحه فاز، ط (الف-3)شکل 
β=0.8, =0.00045 N0P پاسخ  هاینشانه .دهدیم نشان

 هاانسفرک یعتره وسسگ روی از هاشکل یندر ا یستمآشوبناک س
صفحه فاز و  یمتعدد منحن یرهایتوان، مس طیف نمودار در

قابل  یپوانکاره، به خوب تنقش بسته در نگاش یساختار فراکتال
فتار نوع ر ییاست. همانگونه که قبلاً اشاره شد، شناسا یصتشخ

نمودار  یاز رو ییاز آشوبناک( به تنها یتناوبنامنظم )شبه
شده  یادحالت نمودار  یندر ا یراشدن مشکل بود. ز یدوشاخگ

 یاست. لذا نمودارها یوستهخطوط پ یسر یکفقط به صورت 

دو  ینا یصتشخ یمرحله برا ینتوان و مقطع پوانکاره در ا یفط
 .کارسازند یارپاسخ، بس

توان و مقطع  یفصفحه فاز، ط مسیرهای (ب-3)شکل 
 یف. طدهدینشان م β=1.0, =0.00060 N0Pپوانکاره را در 

 هاییتوان، همراه با منحن یفگسترده در نمودار ط یفرکانس
 پریودیکاز رفتار شبه یبسته موجود در مطقع پوانکاره حاک

 مورد نظر است. یستمس
توان و مقطع  یفصفحه فاز، ط مسیرهای (ج-3) لشک

. رفتار دهدینشان م β=1.2, =0.00040 N0Pپوانکاره را در 
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قله مشخص  یکبا  یبه راحت توانیرا م 4Tیود با پر یرهارمونیکز
توان و چهار نقطه مجزا در نمودار  طیف نمودار در ¼در فرکانس 

 مقطع پوانکاره مشاهده کرد.
وله نانول یاثرگذار بر رفتار ارتعاش یاز پارامترها یگرد یکی

حرک مت یرویتحت ن یکاحاطه شده توسط بستر الاست یکربن
مطالعه با  ینسرعت عبور بار متحرک است که در ا یک،هارمون

اثر سرعت  (0)نشان داده شده است. شکل  αپارامتر بدون بعد 
احاطه  یپاسخ نانولوله کربن یدوشاخگ رفتارعبور بار متحرک را بر 

 ،یکمتحرک هارمون یرویتحت ن یکشده توسط بستر الاست
 .دهدینشان م

، α=0.05 پارامتر سرعت عبور بار متحرک بدون بعد یبه ازا
قابل  N0.00079] -=[0.00Pدر محدوده  یرهارمونیکحرکت ز

 یکارد و یستمس یک،تحر یرویدامنه ن یشاست. با افزا یابیدست
 دامنه آشوبناک( شده که تا یا پریودیکرفتار نامنظم )شبه

N =0.0010P یابدیادامه م. 
، α=0.1 پارامتر سرعت عبور بار متحرک بدون بعد یبه ازا

به صورت  N0P 0.00048= یکتحر یرویتا دامنه ن یستمرفتار س
 یکتحر یرویدامنه ن . درماندمی یباق یرهارمونیکز

=0.00049 N0P ناگهان وارد حالت نامنظم شده  یستمرفتار س
 .یابدیادامه م N0P 0.001=و تا 

 از حل عددی، به دست آمده یدوشاخگ ینمودارها یسهبا مقا
 سرعت عبور بار متحرک یشگرفت که افزا یجهنت توانیم

در  م،یسترفتار نامنظم س ینکه وقوع اول شودیباعث م هارمونیک
 یگر،. به عبارت دیفتداتفاق ب ترییینپا یکتحر یروین هایدامنه

از حرکت  ترییعکمتر بار متحرک، گستره وس هایدر سرعت
قابل  نانولوله تحت بار متحرک هارمونیک،برای  یودیکپر

 است. یابیدست
توان و مقطع  یفط خطوطصفحه فاز،  مسیرهای (5)شکل 

تحت  کیبستر الاست بااحاطه شده  یپوانکاره پاسخ نانولوله کربن
 یکتحر یرویبار و نعبور سرعت  یرا در پارامترهامتحرک  بار

α=0.05, =0.00060 N0P  وα=0.1, N =0.000600P  نشان
 اتارتعاش یانگربالف( -5) شکل شده درارائهنتایج  .دهدیم
حرکت  یص. البته تشخهستند 8T با دوره تناوب یرهارمونیکز
چهارم، در نمودار  یرهارمونیکهشتم از حرکت ز یرهارمونیکز

مشکل است. اما هشت نقطه نگاشت شده  یباًتوان تقر یففاز و ط
رعت سپارامتر  ینا به ازایرفتار  ینا یانگردر مقطع پوانکاره، نما

توان  یفودار طصفحه فاز، نم مسیرهای (ب-5)شکل  .باشندمی
 α=0.1, =0.00060 N0P یپارامترها یو مقطع پوانکاره را به ازا

در مقطع پوانکاره و نامنظم . وجود نقاط پراکنده دهدینشان م
امتر از پارمقدار  یندر ا یستمبر آشوبناک بودن رفتار س یلیدل

آشوبناک بودن رفتار نانولوله  تأیید یبرا سرعت عبور بار دارند.
حرک مت یرویتحت ن یکاحاطه شده توسط بستر الاست یکربن

 یدعد یپارامترها یبه ازا یزن یاپانوفل ینما یممماکز یک،هارمون
 (6)و در شکل  یدهگرد یمترس (ب-5)و  (الف-3) ینمودارها

شدن مثبت شود،می ملاحظه که طورنشان داده شده است. همان
 ینا یآشوب را به ازا یوقوع حتم یاپانوف،ل ینما یممماکز

 .دهدیپارامترها نشان م
 

 
 )الف(

 
 )ب(

 
 )ج(

دوشاخگی جابجایی بدون بعد نانولوله با تغییر دامنه  رفتار 0 شکل
1.0β ،nm a=0.10e ، 5=1×101k=نیروی تحریک به ازای 

2N/m  4وN/m 14=4×102k  )0.05=الفα  )0.1=بα  )ج
=0.2α 
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 )الف(

 

   
 )ب(

102k×4=14 و  1.0β ،nm a=0.10e ،2N/m 5=1×101k=فاز، طیف توان و مقطع پوانکاره جابجایی بدون بعد نانولوله به ازای  صفحه 5 شکل

4N/m  )الفα=0.05, N 0.00060=0P  )بα=0.1, N 0.00060=0P 

 

  
 )ب( )الف(

 0.2α، β=0.8, N 0.00045=0P=الف(  4N/m 14=4×102kو  nm a=0.10e ،2N/m 5=1×101k ازایماکزیمم نمای لیاپانوف به  6شکل 

  α، 0.1β=, N 600.000=0P.0=1ب( 
 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 اعتبارسنجی -6
 

احاطه  یطور که گفته شد، ارتعاشات آشوبناک نانولوله کربنهمان
با  ،یکمتحرک هارمون یرویتحت ن یکشده توسط بستر الاست

ده است. ارائه نش یشینپ یقاتدر تحق یرمحلی،غ یسیتهمدل الاست

نجام ا یقاتبا تحق یسهرو و مقا یشمدل پ یاعتبارسنج یلذا برا
 ی. برایردمدل صورت گ یور هاییسازیشده، لازم است ساده

 رمحلییغ یسیتهپارامتر الاستدر نظر گرفتن منظور با صفر  ینا
e0a=0.0 nm  پاسترناک  یرخطیغ یبضرهمچنین وk2=0 

4N/mرا  یجو نتا یدرس ]5[ به مدل ارائه شده در مرجع توانی، م



 نشریه مهندسی مکانیک                                                                             رضا خسروانیان و رضا ابراهیمی                                                        

 

55 
 

 

بدون  یکاثر پارامتر فرکانس تحر (5)شکل  نمود. یسهبا هم مقا
 احاطه شده توسط ینانولوله کربن ینامیکیرا بر پاسخ د β بعد

-ینشان م یک،متحرک هارمون یرویتحت ن یخط یکبستر الاست
 )مرجع و مطالعه حاضر(. دهد

 

 
 )الف(

 
 )ب(

 ربنیک نانولوله دینامیکی اثر فرکانس تحریک روی پاسخ 5شکل 
 متحرک نیروی تحت خطی الاستیک بستر توسط شده احاطه

 )ب( مطالعه حاضر [5])الف( مرجع  ؛هارمونیک
 

کل، ش ینارائه شده در ا ی پاسخ فرکانسینمودارها یسهبا مقا

 اهدهمرجع مش یجبه دست آمده و نتا یجنتا ینب یمناسب یهمخوان

 ینامیکیشکل د ییرکه تغ گرددیملاحظه م ینهمچن. گرددیم

 .ابدییپارامتر سرعت عبور بار متحرک، کاهش م یشبا افزا یمم،ماکز

 

 گیرینتیجه -7
 

 یکربن هایتحلیل دینامیک غیرخطی نانولوله پژوهشدر این 

متحرک  یرویتحت ن یرخطیغ یکاحاطه شده با بستر الاست

سازی سیستم از برای مدلیک مورد بررسی قرار گرفت. هارمون

 لرغیرمحلی و فنر وینکی، الاستیسیته برنول-یلراو یرت یتئور

، طیف توان، مقاطع صفحه فازمسیرهای  شده است. استفاده

 برایو ماکزیمم نمای لیاپانوف نمودارهای دوشاخگی  ،پوانکاره

ه ک تحلیل رفتار غیرخطی به کار گرفته شدند. نتایج نشان داد

اثرات قابل متحرک  یکهارمون نیروی سرعت و فرکانس دامنه،

ه به طوری ک ینامیکی سیستم دارند.پاسخ د ی نوعروای ملاحظه

 دامنه یشبا افزا یستمبالا، پاسخ س یکتحر هایدر فرکانس

ا ب ینکه. ضمن اماندیم یباق یرهارمونیکز یتدر وضع یکتحر

رفتار نامنظم  ینوقوع اول توانیم یکفرکانس تحر یشافزا

 یجهانداخت. نت یرآشوبناک( را به تأخ یا پریودیک)شبه یستمس

 عییفرکانس طب با یککه فرکانس تحر یهنگام ینکها یگرد

رفتار  ،یکدامنه تحر یش(، با افزایدبرابر است )تشد یخط یستمس

که در حالت  یدر حال ماندیم یبه صورت نامنظم باق یستمس

 یبرا یلخودکنتر یتقابل یک ید،از فرکانس تشد یشترب یاکمتر 

 یبرا یرهارمونیکگذر از رفتار نامنظم و برگشتن به رفتار ز

 یشافزاهمچنین نتایج حاکی از آن است که  مشاهده شد. یستمس

رفتار نامنظم  ینکه وقوع اول شودیسرعت عبور بار باعث م

عبارت  . بهیفتداتفاق ب ترییینپا یکتحر هایدر دامنه یستم،س

از  ترییعکمتر بار متحرک، گستره وس هایدر سرعت یگر،د

یری از گبنابراین با بهره است. یابیقابل دست یودیکحرکت پر

توان از وقوع نتایج این تحقیق و انتخاب مناسب پارامترها می

 رفتار نامنظم در سیستم جلوگیری نمود.

 

  و اختصارات فهرست علائم -8

 

 م انگلیسیعلائ
 

a یطول مشخصه داخل 

A سطح مقطع 
e0 ثابت ماده 
E مدول الاستیسیته 
F نیروی معادل 
I ممان اینرسی دوم سطح 
K ضریب سختی خطی معادل 
k1 ضریب سختی خطی بستر الاستیک 
k2 ضریب سختی غیرخطی بستر الاستیک 
L طول نانولوله 
m جرم بر واحد طول نانولوله 
M ممان خمشی 
M0 جرم معادل 
p(x,t) نانولوله یشده رو یعتوز یعرض یروین 
P نیروی متحرک 
P0  متحرکدامنه نیروی 
t زمان 
vp سرعت بار متحرک 
W(x,t) جابجایی عرضی نانولوله 
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x مختصات طولی 
xp موقعیت بار متحرک 
z مختصات عرضی 
α پارامتر سرعت بار بدون بعد 
β پارامتر فرکانس تحریک بدون بعد 
δ دلتای دیراک 
𝜺𝒙𝒙 کرنش عرضی 
Λ ضریب سختی غیرخطی معادل 
σ تانسور تنش 
τ  محلیتنش 
φ تابع ویژه 
ω فرکانس طبیعی سیستم خطی 
Ω فرکانس نیروی متحرک 
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