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مدرج  کیمگنتوالکتروالاست ریرفتار ارتعاشات آزاد نانوت لیتحل
 یرموضعیغ تهیسیالاست یبا تئور یعرض یتابع

 
با بندی بر مبنای روش بدون المان برای بررسی ارتعاشات آزاد نانوتیرهای  در این مقاله یک فرمولچکیده: 

( و BaTiO3ه شده است. فرض شده است که نانوتیر از دو ماده باریم تیتانیت )خاصیت مگنتوالکتروالاستیک ارائ

نوتیر بصورت مدرج تشکیل شده است که توزیع این دو ماده در ضخامت نا( CoFe2O4کبالت آیرون اکسید )

کند. از تئوری  شود که خواص فیزیکی نانوتیر در راستای ضخامت تیر تغییر  کند و باعث می تابعی تغییر می 

وتیر سازی رفتار مکانیکی نان )تیر تیموشنکو( برای مدل   الاستیسیته غیرموضعی و تئوری مرتبه اول برشی تیر

استفاده شده است. معادلات حاکم برای نانوتیر مگنتوالکتروالاستیک با روش همیلتون استخراج شده و سپس 

ه شده است. در ارائ سازی معادلات حاکم بر نانوتیر بندی بر مبنای روش بدون المان برای گسسته یک فرمول 

خراج شده و نتایج با روش بدون المان است های طبیعی ارتعاشات نانوتیر مگنتوالکتروالاستیک نهایت فرکانس

های طبیعی نانوتیر  و شرایط مرزی بر فرکانس  شده است و اثر پارامترهای مختلف هعددی مختلف ارائ

 مگنتوالکتروالاستیک بررسی شده است. 
 

تابعی ارتعاشات آزاد، روش بدون المان، تئوری الاستیسیته غیرموضعی، نانوتیر مدرج : های راهنماواژه
 ماده مگنتوالکتروالاستیک عرضی،
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Free vibration of transversly functionally 

graded magneto-electro-elastic nanobeam with 

meshless method 

 
Abstract: In this study, the free vibration of functionally graded magneto-electro-elastic 

(MEE) nanobeam is investigated by a meshless formulation. The nanobeam is considere 

that to be made of Barium Titanate (BaTiO3) and Cobalt Iron Oxide (CoFe2O4) in which 

the material properties of the magnetoelectroelastic nanobeam are functionally graded 

through the thickness of the MEE nanobeam. The Timoshenko beam theory and the 

nonlocal elasticity theory is used to model the behavior of the MEE nanobeam. The 

governing equations of the MEE nanobeam are obtained using the Hamilton's principle. 

A meshless formulation is developed to discretize the governing equations of the MEE 

nanobeam to a system of ordinary differential equation in the time domain. Then the 

natural frequencies of the MEE nanobeam are obtained and the effect of various 

parameters is investigated. 
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 مقدمه -1
 

با گسترش روز افزون علم نانو و کابردهای آن در صنایع مختلف، 

های در ابعاد نانو و میکرو در حال افزایش است. استفاده از سازه

های ها در تکنولوژیها شامل نانوتیرها و نانوصفحهانواع نانوسازه

ها ها، نانو تیرهای ساندویچی، نانو کامپوزیتنانو مانند نانو لوله

گیرند. مواد پیزوالکتریک و پیزومگنتیک مورد استفاده قرار می

شوند، دارای که به عنوان یکی از انواع مواد هوشمند شناخته می

یک ارتباط متقابل مکانیکی، الکتریکی و مغناطیسی هستند که 

ریکی و مغناطیسی در اثر اعمال بار مکانیکی از خود خواص الکت

های الکتریکی و مغناطیسی نیز بروز داده و در مقابل بارگذاری

جا که مواد گذارند. از آناثرات مکانیکی را به نمایش می

های مکانیکی، پیزوالکتریک و پیزومگنتیک قادر به کوپل انرژی

ها به عنوان یک الکتریکی و مغناطیسی به یکدیگر هستند از آن

 شود.ر عملگرها و حسگرها یاد میانتخاب مناسب د

 ای صورت گرفتهموضوع مطالعات گسترده این در ارتباط با

به بررسی کمانش و  ،[1] لی و همکاران 1014. در سال است

الکتروالاستیک بر روی بستر ها مگنتوارتعاشات آزاد نانو ورق

و اثر میدان  اندپرداخته موضعیپاسترناک با تئوری میندلین غیر

الکتریکی و مغناطیسی و ضرایب بستر الاستیک بر رفتار کمانش 

. همچنین در سال و ارتعاشات آزاد را مورد بررسی قرار دادند

بررسی آنالیز ارتعاشات یک  به ،[1] براتیبراهیمی و ا 1014

 با دوتیر پیزومگنتیک مدرج تابعی بر روی بستر الاستیک نانو

 الاستیستهتئوری بندی با استفاده از ند. فرمولپرداختپارامتر 

تئوری مرتبه سوم برشی تیرها و با استفاده ارینگن و  موضعیغیر

برای تیر دوسر همیلتون استخراج شد و نتایج عددی از روش 

 ه گردید. مفصل ارائ

پاسخ ارتعاشات ، [3]انصاری و همکاران  1015در سال 

ترموالاستیک برای ساختار الکترواجباری غیرخطی نانوتیر مگنتو

را مورد مطالعه  موضعیتیر غیر برشی همگن با نظریه مرتبه سوم

برای یافته سازی تفاضلی تعمیم مربعها از روش نآقرار دادند. 

حل معادلات استفاده کردند و اثر پارامترهای مختلف را بر روی 

وینیاس و  1017درسال ارتعاشات اجباری نانوتیر بررسی کردند. 

ای تحلیل رفتار استاتیکی تیر چند لایه ،[4] کتیمانی

با در اثر بار گذاری حرارتی سرگیردار را  یکمگنتوالکتروالاستیک 

 مورد مطالعه قرار دادند. استفاده از روش المان محدود 

ارتعاشات نانوتیر  ،[5] ابراهیمی و براتی 1017در سال 

مدرج تابعی عرضی روی بستر الاستیک را مگنتوالکتروالاستیک 

مورد مطالعه  موضعیو تئوری غیربا تئوری مرتبه سوم برشی تیر 

 ،[6] کیران و کتیمانی 1017قرار دادند. همچنین در سال 

ای های کمانش و رفتار استاتیکی صفحه چند لایه ویژگی

ها و با  با تئوری مرتبه اول برشی ورقمگنتوالکتروالاستیک را 

گذاری، ابعاد  اثر لایهمورد مطالعه قرار دادند. روش المان محدود 

نش ورق مورد بررسی قرار هندسی و سایر پارامترها بر بار کما

 گرفت. 

وابسته به رتعاشات ا ،[7] یو و همکارانل 1010در سال 

مدرج متخلخل یسکوالاستیک والکترویک نانوتیر مگنتواندازه 

الاستیسیته با تئوری بر بستر ویسکوالاستیک را  عرضی تابعی

و نتایج  مورد بررسی قرار دادند و مدل تیر تیموشنکو غیرموضعی

  .های مختلف مقایسه کردند خود را با نتایج تئوری

موج  پراکندگیویژگی  ،[0] باغدابراهیمی و  1011در سال 

دوار را با تئوری  مدرج تابعینانوتیر مگنتوالکتروالاستیک 

توانی از تابع مورد مطالعه قرار دادند.  موضعیگرادیان کرنش غیر

 کسازی توزیع خواص ماده تابعی استفاده کرده و ی برای مدل

  کردند.ارائه حل تحلیلی برای مساله 

تیر  ارتعاشات اجباری [1]، ونگ و همکاران 1011در سال 

مگنتوالکتروالاستیک که تحت بار محوری قرار دارد را با استفاده 

شرایط مرزی  از روش جداسازی متغیرها و تبدیل لاپلاس برای

 مختلف بررسی کردند. 

زاد آارتعاشات  [10]ژنگ و همکاران  1013در سال 

تیر مگنتوالکتروالاستیک مدرج تابعی متخلل را در محیط ومیکر

حرارتی با استفاده از تئوری کوپل تنش اصلاح شده بررسی 

ها چهار نوع توزیع تخلخل را در نظر گرفتند و اثر کردند. آن

های طبیعی تیر مورد بررسی  را بر فرکانس پارامترهای مختلف

  قرار دادند.

تئوری با استفاده از  [11] ژنگ و همکاران 1013در سال 

 کی موضعیمرتبه سوم برشی ردی و تئوری الاستیسیته غیر

ای  خطی برای بررسی خمش نانوتیر لایهدل غیرم

کردند که اثر غیر خطی هندسی ارائه مگنتوالکتروالاستیک 

 . استارمن را در نظر گرفته ک فون

ارتعاشات مربوط به مقالات  رمروری اجمالی ب بخشدر این 

. شده استارائه  موضعیمختلف تیر غیر یها با تئوری هانانوتیر

اثر مقیاس کرد و ارائه  موضعییک تئوری غیر ،[13, 11]ارینگن 

کوچک را با معرفی یک پارامتر جدید که آن را پارامتر مقیاس 

که  موضعیمورد بررسی قرار داد. در تئوری غیرگذاری کرد، نام

در یک نقطه تابعی از کرنش در آن نقطه و  کرد تنش او ارائه

 باشد.  نقاط همسایگی آن نقطه می

تحلیل خمش، کمانش و  ،[14] ردی 1007در سال 

یرها با شرایط مرزی ساده را بر اساس تئوری ارتعاشات نانو ت

الاستیسیته غیر محلی انجام داد. وی تئوری تیرهای اویلر 
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برنولی، تیموشنکو، ردی و لوینسون را با استفاده از معادلات 

ها را دیفرانسیل غیرمحلی بازنویسی کرد و معادلات هر یک از آن

ین نتیجه رسید دست آورد. او به ابه اصل همیلتونبا استفاده از 

بار که افزایش پارامتر غیرمحلی باعث افزایش خیز و کاهش 

شود. همچنین دریافت که تأثیر کمانش و فرکانس طبیعی می

 .است طبیعی  پارامتر غیر محلی روی کمانش بیشتر از فرکانس

نانوتیر آزاد ارتعاشات  ،[15] خانیکی و خشیب 1011در سال 

معادلات بـا  هاآن. ندداد مدرج تابعی را مورد مطالعه قرار

اریـنگن و الاستیسیته غیر موضعی اسـتفاده از تئـوری 

و با استفاده از روش  کردندهمچنـین اصـل همیلتون استخراج 

تیر برای شرایط های نانویافته فرکانسضلی تعمیمسازی تفا مربع

 .کردندمحاسبه را مرزی مختلف 

ارتعاشات آزاد غیرخطی ، [16] لیو و همکاران 1011در سال 

دادند.  یک نانوتیر مدرج تابعی ساندویچی را مورد بررسی قرار

با اسـتفاده از روش همیلتون و تئوری گرادیان  را معادلات هاآن

به  را های طبیعیفرکانسکردند و استخراج  موضعیکرنش غیر

 برای شـرایط مـرزیو اثر اندازه  ،ازای پارامترهای مختلف

 .کردندمحاسبه  مختلف

های مختلف  مطالعه منابع نشان داده است که از روش

سازی تفاضلی  مربعهای عددی مانند  تحلیلی و همچنین روش

و روش المان محدود برای حل مساله ارتعاشات  یافتهتعمیم

روش  های بدون المان که مانند نانوتیر استفاده شده است. روش

مبنای شکل تضعیف شده معادلات حاکم  المان محدود بر

بندی  عدم نیاز به شبکه ،باشد مزایایی دارند که از جمله آن می

المانی و همچنین امکان تولید توابع شکل با پیوستگی بالا در 

ها  ها است که باعث مزیت منحصر به فرد این روش این روش

شود.  مان محدود میهای عددی از جمله روش ال نسبت به روش

سازی معادلات تیر تیموشنکو با روش المان محدود  گسسته

شود که برای از  ای به نام قفل برشی می ایجاد پدیدهبه منجر 

بین بردن آن نیاز به توابع شکل با درجه بالاتر است که اعمال 

های بدون  آن در روش المان محدود دشوار است ولی در روش

با توجه به مطالعه انجام شده، شود.  تر انجام می المان راحت

بدون المان در های  تحلیل تیر مگنتوالکتروالاستیک با روش

بندی بر در این مقاله یک فرمول منابع مشاهده نشده است لذا

سازی معادلات نانوتیر بدون المان برای گسسته روشمبنای 

در این مقاله مگنتوالکتروالاستیک تابعی عرضی ارائه شده است 

تیرهای ات آزاد نانواز روش بدون المان برای بررسی رفتار ارتعاش

بندی بر  یک استفاده شده است. یک فرمولمگنتوالکتروالاست

و )مدل تیر تیموشنکو( مبنای تئوری مرتبه اول برشی تیرها 

و روش بدون المان برای مطالعه  موضعیتئوری الاستیسیته غیر

با خاصیت  عرضی مدرج تابعیتیرهای نانورفتار 

شده است. معادلات حاکم بر تیر با ارائه مگنتوالکتروالاستیک 

های طبیعی  فرکانسو  استخراج شده است روش همیلتون

نتایج مختلف  شده استخراج شده است وارائه نانوتیر با روش 

ارائه  عرضیمدرج تابعی تیر نانوهای طبیعی  عددی برای فرکانس

  شده است. بررسیو اثر پارامترهای مختلف بر آن شده 

 

 سازیتعریف مساله و مدل -2
 

 bو پهنای  hو ضخامت  Lیک نانوتیر مدرج تابعی به طول 

شود که  شود. فرض می در نظر گرفته می (1)مطابق شکل 

باشد. محورهای  صورت مگنتوالکتروالاستیک میهتیر بنانوخواص 

برای تیر طوری در نظر گرفته شده است که  zو  xمختصات 

x=0  وx=L های سمت چپ و راست و  لبهz=-h/2  وz=+h/2 

 دهد. را نشان میتیر نانو یسطوح پایین و بالا
 

 
تحت  نانوتیر مگنتوالکتروالاستیک تابعی و محورهای مختصات 1شکل

 خارجی یکیالکترمیدان و  یسیمغناط دانیبار م
 

صورت مدرج تابعی توزیع هفرض شده است که خواص تیر ب

شده است و از قانون توانی برای نمایش توزیع خواص مادی در 

واص قانون توانی توزیع خنانوتیر استفاده شده است. طبق 

نسبت به ضخامت نانوتیر با  مکانیکی، الکتریکی و مغناطیسی

 E(z)طور مثال خاصیتی مانند هشود ب توانی توزیع میقانون 

 . شود فرض میصورت زیر هتیر بنانونسبت به ضخامت 
 

 (1) 
2 1 1

1
( ) ( )( )

2
   znz

E z E E E
h

  
 

به ترتیب بیانگر ( 1)و  (1)های که در روابط بالا، زیرنویس

. نانوتیر است (z=h/2) یبالاو  (z=-h/2)پایین خواص سطح 

که توزیع مواد  استهای توانی مدرج تابعی شاخص nzهمچنین، 

نحوه  (1) کند. شکلرا در راستای ضخامت نانوتیر کنترل می

تاثیر  دهد که تحتاعمال بارگذاری بر روی نانو تیر را نمایش می

 میدان الکتریکی و مغناطیسی قرار گرفته است.
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 سازی تیرمدل -2-1
 

به صورت  تیر تیموشنکوتیر براساس تئوری نانومیدان جابجایی 

 شود:زیر بیان می
 

 

(1) 
( , , ) ( , ) ( , )

( , , ) ( , )

 



x

z

u x z t u x t z x t

u x z t w x t 

 

 میدان جابجایی محوری و جانبی uz(x,z,t)و  ux(x,z,t) که

جابجایی محوری و جانبی صفحه به ترتیب  wو  uنانوتیر و 

با توجه به میدان  باشد.میتیر چرخش سطح مقطع  میانی و 

صفر میدان کرنش تیر به شکل زیر های غیرجابجایی، مولفه

 است.
 

 

(3) 

(0) (1)

(0) (1)

,

,


 

    

 
 
 


   



xx xx

xx xx xx xz

u

x x

w
z

x

 

    

به ترتیب کرنش عمودی و کرنش  xzو  xکه در روابط فوق، 

باشد. حال با توجه به وجود خاصیت برشی نانوتیر می

مگنتوالکتروالاستیک در نانوتیر، شکل دیفرانسیلی روابط 

ماده مگنتوالکتروالاستیک طبق تئوری  برای ساختاری

 شود. ارینگن به شکل زیر نوشته می موضعیغیر
 

2 2

0( )       ij ij ijkl kl mij m nij ne C e E q H

2 2

0( )     i i ikl kl im m in nD e D e s E d H     (4)
2 2

0( )      i i ikl kl im m in nB e B q d E H  
    

,در این روابط    , , , ,in in ikl im mij ijkld q s e C ترتیب ثوابت  به

 پیزومگنتیک، الکتریک،الاستیک، پیزوالکتریک، دی

برای مواد گذردهی مغناطیسی مگنتوالکتریک و 

 باشد. مگنتوالکتروالاستیک می

ی ها به ترتیب جابجایی Bi و Diتانسور تنش و  σijهمچنین 

ترتیب ه ب Hi و Eiباشد و مغناطیسی میجابجایی الکتریکی و 

باشند. مغناطیسی میمیدان شدت شدت میدان الکتریکی و 

ی و سیمغناطتیر مدرج تابعی با خواص نانو کی یبرا

 موضعیریغ ساختاریروابط  ،یبعد کیحالت  در کیالکتروالاست

 .شودمی یسیبازنو( 5رابطه ) صورتبه

و پتانسیل  (x,z,t)توزیع پتانسیل الکتریکی روابط 

)مغناطیسی  , , ) x z t  که در امتداد ضخامت و طول نانوتیر

 .[17]باشد ( می6صورت رابطه )کند بهتغییر می
 

11

2

2

0 31 312

2

2

0 55 15 152

2

2

0 15 11 112

2

2

0 31 33 332

2

2

0 15 11 112

2

2

0 312

( )

( )

( )

( )

( )

( )


 


 





 




   




   




   




   




   




 



xx

xx xx z z

xz

xz xz x x

x

x xz x x

z

z xx z z

x

x xx x x

z
z

e a c e E q H
x

e a c e E q H
x

D
D e a e s E d H

x

D
D e a e s E d H

x

B
B e a q d E H

x

B
B e a q

x
33 33 xx z zd E H

  (5)   

 

2
( , , ) cos( ) ( , )

2
( , , ) cos( ) ( , )

 

 

   

    

z
x z t z x t V

h

z
x z t z x t

h

    (6)

 

 

 

و  (x,t)شود که  مشاهده میاست.  =/h (6)در معادله 

(x,t) ترتیب توزیع پتانسیل الکتریکی و پتانسیل مغناطیسی ه ب

پتانسیل  V± ،(6در رابطه )( است. z=0در سطح میانی )

 و پایینی (z=h/2) الکتریکی خارجی اعمالی در سطح بالایی

(z=-h/2)  نانوتیر و±  پتانسیل مغناطیسی خارجی اعمالی در

 سطوح بالایی و پایینی نانوتیر است.

های غیر صفر میدان با توجه به معادلات فوق مولفه  

 توان به صورت زیر بدست آورد.مغناطیسی را میالکتریکی و 
 

,

,

,

,

cos( ) ,

2
sin( ) ,

cos( ) ,

2
sin( )




  




  


  



    


  




    

x x

z z

x x

z z

E z
x

V
E z

h

H z
x

H z
h

      (7 )  

 

معادلات حرکت نانوتیر با استفاده از اصل همیلتون 

 شود:آید که به صورت زیر تعریف میبدست می
 

0
( ) 0    

t

s k w dt         (0 )  

 

k،وریشنعملگر  که در رابطه بالا، 
دهنده انرژی نشان 

sجنبشی، 
wبیانگر انرژی کرنشی تیر،  

کار نیروهای  

انرژی کرنشی به صورت تغییرات باشد. وارد شده میخارجی 

 .[3] شودبیان می (1)رابطه 
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( )

( )

    

   

  

    





s xx xx xz xz
A

x x z z x x z z
A

dA

D E D E B H B H dA
    (1)  

 

به ترتیب تنش  xzو   xxوبیانگر سطح مقطع تیر  A=bhکه 

( در معادله 3( و )6باشد. با جایگذاری روابط )نرمال و برشی می

 آید: فوق، انرژی کرنشی به صورت زیر به دست می
 

(0) (1)

0

0

0

( )

[ cos( ) ( ) sin( ) ]

[ cos( ) ( ) sin( ) ]

   


    


    

   


  




  





 

 

L

s xx xx xz

L

x z

A

L

x z

A

N M Q dx

D z D z dAdx
x

B z B z dAdx
x

 (10)    

 

 شود:، برآیندهای تنش به صورت زیر تعریف میآنکه در 
 

, , ,      xx xx xz

A A A

N dA M zdA Q dA   (11)    

 

بیانگر نیروی  Qگشتاور خمشی و  Mنیروی محوری،  Nکه 

زیر قابل بیان  شکلباشد. همچنین، انرژی جنبشی به برشی می

 است:
 

2 21
(( ) ( ) )

2


 
  

 
x z

k

A

u u
dA

t t
                      (11)     

 

، تغییرات انرژی جنبشی ( در معادله فوق1ایگذاری روابط )جبا 

 شود.برای نانوتیر به شکل زیر محاسبه می
 

0
0

1
0

2
0

( )

( )

 


  

 

   
  

   

   
 

   

 


 







L

k

L

L

u u w w
I dx

t t t t

u u
I

t t t t

I dx
t t

    (13 )  

 

 شود:جرمی به صورت زیر تعریف میهای  لختیکه در آن 
 

2

0 1 2( , , ) (1, , ) 
A

I I I z z dA       (14)   

 

با توجه به اعمال پتانسیل الکتریکی و مغناطیسی بر نانوتیر در  

 پتانسیل الکتریکی و مغناطیسیتغییرات کار ناشی از ( 1شکل )

 به صورت زیر برآورد کرد: توانتیر را مینانوبرای 
 

0
( )




 
  

 
L

w H E

w w
N N dx

x x
     (15)  

 

 راتییاز تغ یناشمحوری  یروهاینبه ترتیب  NE وNH  که

به که  هستند یخارج یکیو ولتاژ الکتر یسیمغناط لیپتانس

 شوند:صورت زیر تعریف می

31

31

2
,

2
,

 


 





E
A

H
A

V
N e dA

h

N q dA
h

        (16 )  

 

( در اصل همیلتون که 15)( و 13(، )10روابط ) جایگذاریبا 
تیر یک نانو برایحاکم ، معادلات است( آمده 0)در رابطه 

 آید:زیر به دست میمگنتوالکتروالاستیک به شکل 
 

2 2

0 12 2

2 2

1 22 2

2 2

02 2

0

0

( ) 0

(cos( ) sin( ) ) 0

(cos( ) sin( ) ) 0





  

  

  
  

  

  
   

  

  
   

  


 




 







H E

x

z
A

x

z
A

N u
I I

x t t

M u
Q I I

x t t

Q w w
N N I

x x t

D
z z D dA

x

B
z z B dA

x

       (17)  

 

 به صورت زیر است. x=Lو  x=0های  در لبهنانوتیر شرایط مرزی و 
 

0, 0 0

0, 0 0

0, 0 0

cos( ) 0, 0 0

cos

    

 

 , 0 ( ) 0 0







 

 

   


    



   

   

   





x

A

x

A

N or u at x and x L

w
N Q or w at x and x L

x

M or at x and x L

D z dA or at x and x L

B z dA or at x and x L

  

(10)    

 

 های جابجایی ( بر حسب مولفه17معادلات حاکم بر نانوتیر )
u ،w ،پتانسیل الکتریکی ، ((x,t)) مغناطیسی  پتانسیل و
((x,t) )است نوشتنصورت زیر قابل هب. 
 

, , 31 , 31 , 0

1 0 , 1 , 0

  

   

   

   

e m

xx xx xx xx x x

xx xx

A u B A A I u

I I u I
    (11-1)  

 

, , , 31 , 31 ,

15 , 15 , 2 1 1 , 2 , 0

   

     

    

      

e m

xx xx xx xx xz xz x x x

e m

x x xx xx

B u D A A w E E

E E I I u I u I
 (11-1)  

 

, , ,

, 15 , 15 ,

0 0 ,

( )

( )

0



  



  

   

  

xz x xz xx E H xx

e m

E H xxxx xx x

xx

A A w N N w

N N w E E

I w I w

     (11-3)  

 

15 , 15 , 11 , 11 , 31 ,

31 , 33 33 0

  

  

   

   

e e e m e

x x x x x

e e m

x

E w E F F A u

E F F
 (11-4)  

 

15 , 15 , 11 , 11 , 31 ,

31 , 33 33 0

  

  

   

   

m m m m m

x x x x x

m m m

x

E w E F X A u

E F X
 (11-5)  
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زیر تعریف صورت به( 11های استفاده شده در روابط ) که ثابت

 شده است.
 

   

   

2

, , , 11

55

31 31 31

1, ,

, sin( ), sin( )   













xx xx xx

A

xz

A

e e

A

A B D c z z dA

A c dA

A E e z z z dA

 

   

   

15 15

2 2 2

11 33 11 33

31 31 31

cos( )

, cos ( ), sin ( )

, sin( ), sin( )



  

   













e

A

e e

A

m m

A

E e z dA

F F s z s z dA

A E q z z z dA

(10)  

   

   

15 15

2 2 2

11 33 11 33

2 2 2

11 33 11 33

cos( )

, cos ( ), sin ( )

, cos ( ), sin ( )



  

  













m

A

m m

A

m m

A

E q z dA

F F d z d z dA

X X X z X z dA

 

 

حاکم بر  موضعیشود معادلات غیر همانگونه که ملاحظه می

و پتانسیل ها نانوتیر مگنتوالکتروالاستیک برحسب جابجایی

و بر اساس تئوری تیر مرتبه اول برشی الکتریکی و مغناطیسی 

در دسته  مبه صورت پنج معادله مرتبه دو)مدل تیر تیموشنکو( 

حل این معادلات برای تیر با شرایط ( بدست آمد. 11معادلات )

های  مرزی دوطرف ساده به روش ناویر امکان پذیر است. روش

( نیز GDQ)یافته تفاضلی تعمیمسازی  مربعروش عددی مانند 

سازی  مربعبرای حل این معادلات قابل استفاده است. روش 

طور هقوی معادلات را ب شکلروشی است که  یافتهتفاضلی تعمیم

کند و این روش معمولا دقت بالایی دارد. از  مستقیم گسسته می

تضعیف شده وزنی  شکلسازی  های عددی که به گسسته روش

های بدون المان  ردازند روش المان محدود و روشپ معادلات می

از جمله دارند که ها مزایای زیادی  قابل ذکر هستند. این روش

سازی معادلات  . گسستهباشد ها می بالای این روشپایداری 

مرتبه دوم تیر تیموشنکو به روش المان محدود با توابع شکل 

که شود  برشی میشدگی ای بنام قفل  منجر به پدیدهخطی 

مخصوصا در تیرهای نازک باعث خطای زیادی در پاسخ روش 

توابع شکل  از شود. برای رفع این پدیده باید المان محدود می

درجه بالاتر استفاده کرد که این کار در روش المان محدود 

های خاصی دارد ولی در روش المان محدود براحتی  پیچیدگی

است که روش بدون است. نتایج تحقیقات نشان داده  انجامقابل 

. لذا در این مقاله است خوبیدقت و المان دارای نرخ همگرایی 

بر بندی بدون المان  یک فرمول (11)حاکم برای حل معادلات 

 ه شده است.ارائشده موضعی معادلات  مبنای شکل تضعیف

صورت استاندارد نوشته شده و تبدیل همعادلات گسسته شده ب

های طبیعی  بدست آوردن فرکانسبرای به مساله مقدار ویژه 

های طبیعی نانوتیر استخراج  تبدیل شده است و سپس فرکانس

 عددی بررسی شده است.  هشده است. نرخ همگرایی و دقت نتیج

 

 بندی بدون المان فرمول -3
 

اکم بر نانوتیر ح سازی معادلات برای گسسته

-آمده است یک فرمول (11) مگنتوالکتروالاستیک که در رابطه

-ه شده است. برای گسستهبندی بر اساس روش بدون المان ارائ

 Nناحیه و زیر N، به تعداد بدون المانسازی معادلات به روش 

در نظر گرفته  قرار دارد Lتا  0که در ناحیه  نانوتیرطول گره در 

Ωsام به صورت Iشود که زیرناحیه می
I شود و هر گذاری مینام

قرار  xiدر نقطه ام Iگره ناحیه متناظر با یک گره است که زیر

ابتدا معادلات حاکم به شکل تضعیف  ،سازی برای گسستهدارد. 

 شکلبه  (11)برای تبدیل معادلات شود.  شده موضعی نوشته می

 v(x)، طرفین معادلات در تابع آزمون موضعی تضعیف شده

Ωs موضعی ضرب شده و از طرفین این معادلات روی زیر ناحیه
I 

حرکت معادلات با انجام این کار  .شودگیری انجام میانتگرال

تضعیف شده صورت هب( آمده است 11نانوتیر که در رابطه )

  .شود نوشته میزیر موضعی 
 

, , 31 ,

31 , 0 1

0 , 1 , 0

 

 

  

  

  

 

 

  

  

  

  

 

I I I
s s s

I I I
s s s

I I
s s

e

xx xx xx xx x

m

x

xx xx

A u vdx B vdx A vdx

A vdx I uvdx I vdx

I u vdx I vdx

  ( 11-1 ) 

 

, ,

, 31 , 31 ,

15 , 15 ,

2 1

1 , 2 , 0

 

 

 



  

  

  

 

 

 

 

  

 

 

  

  

  

 

 

 

I I I
s s s

I I I
s s s

I I
s s

I I
s s

I I
s s

xx xx xx xx xz

e m

xz x x x

e m

x x

xx xx

B u vdx D vdx A vdx

A w vdx E vdx E vdx

E vdx E vdx

I vdx I uvdx

I u vdx I vdx

 (11-1)  

 

, ,

, ,

15 , 15 , 0 0 ,

( ) ( )

( ) 0





  

 

 

  



   

    

 

 

  

I I
s s

I I
s s

I I I
s s s

xz x xz xx

E H xxxx E H xx

e m

xx x xx

A vdx A w vdx

N N w vdx N N w vdx

E vdx E vdx I w I w vdx

(11-3)  
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15 , 15 , 11 ,

11 , 31 , 31 ,

33 33 0

I I I
s s s

I I I
s s s

I I
s s

e e e

x x x

m e e

x x x

e m

E w vdx E vdx F vdx

F vdx A u vdx E vdx

F vdx F vdx

 

 

 

  

  

 

 

  

  

  

  

 

(11-4)  

 

  

15 , 15 , 11 ,

11 , 31 , 31 ,

33 33 0

I I I
s s s

I I I
s s s

I I
s s

m m m

x x x

m m m

x x x

m m

E w vdx E vdx F vdx

X vdx A u vdx E vdx

F vdx X vdx

 

 

 

  

  

 

 

  

  

  

  

 

  (11-5)  

 

 معادلات جز، دستهبهجز گیریانتگرال از استفاده با
 ی موضعیشده تضعیف شکل به (11) موضعی شده تضعیف
پنج از  تا سوم طور مثال معادله اوله. بشوندنوشته می متقارن

 شود. صورت زیر نوشته میه( ب11معادله موجود در رابطه )
 

, , , , 31 ,

31 , 0 , , 1 , ,

0 1

, , 31 31

0 , 1 ,

( )

( ) 0

 

   



  

  

  

  

 





 

  

 

   

  

  

  

 

I I I
s s s

I I I
s s s

I I
s s

I
s

I
s

e

xx x x xx x x x

m

x x x x x

e m

xx x xx x

x x

A u v dx B v dx A v dx

A v dx I u v dx I v dx

I uvdx I vdx

A u B A A v

I u I v

 (11-1)   

 

, , , ,

, 31 , 31 ,

2 1 15 ,

15 , 1 , , 2 , ,

, ,(

 

 

 

   



  

  

  

  

 

  

  

  

  

  

  

  

  

I I I
s s s

I I I
s s s

I I I
s s s

I I I
s s s

xx x x xx x x xz

e m

xz x x x

e

x

m

x x x x x

xx x xx x xz

B u v dx D v dx A vdx

A wv dx E v dx E v vdx

I vdx I uvdx E v dx

E v dx I u v dx I v dx

B u D A w 1 , 2 ,

31 15 31 15

)

(( ) ( ) ) ) 0

  

 





 

    

I
s

I
s

x x

e e m m

I u I v

E E E E v

(11-1)  

 

, , ,

, , , ,

15 , , 15 , ,

0 0 , ,

, , 15 , 15 ,

,

( ) ( )

( ( ) )

( )





 



  



 

 

 

 







   

 

 

     

 

 

 

 

 

I I
s s

I I
s s

I I
s s

I I
s s

I
s

xz x xz x x

E H xxx x E H x x

e m

x x x x

x x

e m

xz xz x E H x x x

E H xxx

A v dx A w v dx

N N w v dx N N w v dx

E v dx E v dx

I wvdx I w v dx

A A w N N w E E v

N N w v 0 , 0


 I I
s s

xI w v

(11-3)  

 

که در تیر نانومعادله دیفرانسیل  پنجاین فرآیند برای تمام 
با گره  N تعدادسپس شود.  نوشته می( آمده است 11رابطه )
-هتیر در نظر گرفته شده است. با بتصادفی در طول نانو موقعیت

 ی شعاعیاساس توابع پایهیابی نقاط برکارگیری روش درون

(RBF) تیر به نانو، میدان جابجایی، الکتریکی و مغناطیسی
 :شود ه میگسسته زیر نوشت شکل
 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

 

 

 





  

  

  

 

 

 

 

 

Φ u

Φ w

Φ ψ

Φ φ

Φ γ

j

u j u

j

w j w

j

j

j

j

j

j

u x u x

w x w x

x x

x x

x x

       (13)    

 

uj ،wj،که  j ،φj و  j ،جانبیبه ترتیب جابجایی محوری ،

مغناطیسی جابجایی و  الکتریکیجابجایی ، سطح مقطع چرخش

 u(x)، w(x)باشد. همچنین ( میj=1,2,…,nام )jی گره

،(x)، (x)، (x)، شوند یابی نامیده میهای دروناتریسم

ی هستند که به صورت ا مقادیر گرهماتریس   u ،w، ، φ، و

 شوند:زیر تعریف می
 

 

   

   

 

1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2

( ) ( ), ( ),.., ( )

, ,.., , , ,..,

, ,.., , , ,..,

, ,..,

  

     

  



 

 



Φ

u w

ψ φ

γ

T

u N

T T

N N

T T

N N

T

N

x x x x

u u u w w w

   

(14)     

 

-(، می11( در دسته معادلات )13حال با جایگذاری روابط )

مگنتوالکتروالاستیک  نانوتیرهای موضعیتوان معادلات حاکم غیر

 گسسته کرد. را به صورت زیر
 

, , , ,

31 , 31 ,

0 , , 1 , ,

0 1

, , 31 31

0 , 1 ,

( )

( )



 





  



 



 

 

 

 

 





 

 

 

   

 

 

 

 

 

Φ u Φ ψ

Φ φ Φ γ

Φ u Φ ψ

Φ Φ

Φ Φ Φ Φ

Φ u Φ ψ

I I
s s

I I
s s

I I
s s

I I
s s

I
s

xx u x x xx x x

e m

x x

u x x x x

u

e m

xx u x xx x

u x x

A v dx B v dx

A v dx A v dx

I v dx I v dx

I uvdx I vdx

A B A A v

I I 0


I
s

v

   (15-1)   

   

, , , ,

,

31 , 31 ,

2 1 15 ,

15 , 1 , ,

2 , ,





 

 









 

 

 

  

 



 

 

  

 



 

 

 

  

 

Φ u Φ ψ

Φ ψ Φ w

Φ φ Φ γ

Φ ψ Φ u Φ φ

Φ γ Φ u

Φ ψ

I I
s s

I I
s s

I I
s s

I I I
s s s

I I
s s

xx u x x xx x x

xz xz w x

e m

x x

e

u x

m

x u x x

x x

B v dx D v dx

A vdx A v dx

E v dx E v vdx

I vdx I vdx E v dx

E v dx I v dx

I v dx

, ,

31 31

15 15 1 , 2 ,

( )

( )

( ) 0



 

   









  

 

    



Φ u Φ ψ Φ w

Φ φ Φ γ

Φ φ Φ γ Φ u Φ ψ

I
s

I
s

I
s

I
s

xx u x xx x xz w

e m

e m

u x x

B D A v

E E v

E E I I v

( 15-1 )  
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, , ,

, ,

, ,

15 , , 15 , ,

0 0 , ,

, ,

( )

( )

( ( ) )

((



 









 





 

 





 

 

 

 

   

 

 





 

 

Φ ψ Φ w

Φ w

Φ w

Φ φ Φ γ

Φ w Φ w

Φ ψ Φ w Φ w

I I
s s

I
s

I
s

I I
s s

I I
s s

I
s

xz x xz w x x

E H w xxx x

E H w x x

e m

x x x x

w w x x

xz xz w x E H w xxx

E H

A v dx A v dx

N N v dx

N N v dx

E v dx E v dx

I vdx I v dx

A A N N v

N N , 15 , 15 ,

0 ,

) )

0

 







 

 

Φ w Φ φ Φ γ

Φ

I
s

I
s

e m

w x x x

w x

E E v

I wv

(15-3)  

 

بر روی تمام  و با انجام این کار برای تمام معادلات

sهای موضعی  زیرناحیه
I  5تعدادN  دیفرانسیل برحسب معادله

ماتریسی زیر  شکلبه  استانداردصورت هآید که ب زمان بدست می

 قابل نوشتن است.
 

[ ]{ } [ ]{ } {0} M d K d        (16)    
 

 صورت زیر است.های ب ماتریس مقادیر گره که در آن
 

{ } { , , , , } u w ψ φ γ
T T T T T Td      (17)    

 

-ههای ساده )مفصل( ب شرایط مرزی ضروری نانوتیر برای لبه

 صورت زیر تعریف شده است.
 

0, 0, 0, 0    u w      (10   )  
 

 شود. ها اعمال میصورت زیر بر لبههو شرایط مرزی گیردار ب
 

0, 0, 0, 0, 0      u w    (11   )  
 

صورت هاین شرایط مرزی ضروری ب روش المان محدود، مشابه

ها از ماتریس جرم و سفتی به مساله اعمال  حذف سطر و ستون

ذکر است که در حالت تیر دوسرساده و شایان شده است. 

( x=0( در لبه سمت چپ )uدوسرگیردار جابجایی محوری )

مقید شده است ولی جابجایی محوری در لبه سمت راست 

(x=L مقید نشده است تا نانوتیر بتواند در اثر جابجایی جانبی )

تغییر طول داشته باشد و صلبیت اضافی در نانوتیر ایجاد نشود. 

توان با حل مسأله های طبیعی ارتعاشات آزاد را میسحال فرکان

 مقدار ویژه زیر به دست آورد.
 

2det([ ] [ ]) 0 K M          (30)     
 

با حل مساله مقدار ویژه های طبیعی نانوتیر است. فرکانس که 

 های طبیعی نانوتیر قابل استخراج است. فوق فرکانس

 نتایج عددی -4
 

های طبیعی نانوتیر مکنتوالکتروالاستیک تابعی عرضی و  فرکانس

اثر پارامترهای مختلف بر آن در این قسمت مورد بررسی قرار 

نانوتیر تشکیل دهنده اجزای  فیزیکیخواص گرفته است. 

باریم تیتانیت  شاملمگنتوالکتروالاستیک مدرج تابعی 

(BaTiO3) و ( کبالت آیرون اکسیدCoFe2O4 )( 1) در جدول

دارای خاصیت  BaTiO3شود که  مشاهده می ارائه شده است.

دارای خاصیت پیزومگنتیک است و  CoFe2O4پیزوالکتریک و 

مدرج تابعی در نانوتیر صورت مدرج تابعی هبترکیب این دو ماده 

پیزوالکتریک و پیزومگنتیک خواهد شد منجر به ایجاد خاصیت 

خواهد برای نانوتیر مگنتوالکتروالاستیک که منجر به خاصیت 

های طبیعی این نانوتیر  بررسی فرکانس این مقاله هدف شد.

و بررسی اثر پارامترهای در ارتعاشات آزاد مگنتوالکتروالاستیک 

  باشد. ن میآبر و شرایط مرزی مختلف 
شده ارائه در ابتدا همگرایی نتایج عددی روش بدون المان 

( 1)ها در ناحیه حل در جدول  در این مقاله با افزایش تعداد گره
بررسی شده است. فرکانس طبیعی اصلی نانوتیر با مقادیر 

گره در این جدول آمده است.  100تا  10مختلف تعداد گره از 
گره  10ها از  شود با افزایش تعداد گره همانگونه که ملاحظه می

انوتیر ابتدا روند نزولی دارد و طبیعی ن  گره، فرکانس 100به 
های  گره، همگرایی در فرکانس 60برای تعداد گره بالاتر از 

شود. همچنین به منظور  رقم اعشار مشاهده می 4طبیعی تا 
های مختلف شامل  بینی شده توسط تئوری مقایسه، نتایج پیش

(، تیر TBT(، تیر تیموشنکو )EBTبرنولی )-تئوری تیر اویلر
 آمده است.( 1)( در جدول LBTتیر لوینسون ) ( وRBTردی )

 
 اجزای نانوتیر مگنتوالکتروالاستیک فیزیکی خواص 1جدول 

 

 ثوابت ماده
 باریم تیتانیت

BaTiO3 

 کبالت آیرون اکسید

CoFe2O4 

 الاستیک
(GPa)  

C11=166, 

C55=43 

C11=286, 

C55=45.3 

 پیزوالکتریک
(C/m

2
) 

e31=-4.4, 

e15=11.6 

e31=0, 

e15=0 

 پیزومگنتیک
(N/Am)  

q31=0, 

q15=0 

q31=580.3, 

q15=550 

 الکتریک دی
(10

-9
 C/Vm)  

S11=11.2 

S33=12.6 

S11=0.08, 

S33=0.098 

 مگنتیک الکترو
(10

-12
Ns/VC) 

d11=d33=0 d11=d33=0 

 مگنتیک
(10

-6
Ns

2
/C

2
) 

χ11=5, 

χ33=11 

χ11=-590, 

χ33=157 

kg/m) چگالی
3
) ρ=5800 ρ=5300 
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با  برای تیر بررسی همگرایی نتایج عددی روش بدون المان 1 جدول
 های مختلف با تئورینتایج و مقایسه ساده -ساده شرط مرزی

(L=10nm, L/h=20) 
 

Number 
of nodes 

 
(nm

2
) 


(nm

2
) 


(nm

2
) 

 
(nm

2
) 

N=20 9.8294 9.3775 8.9827 8.6339 

N=40 9.8282 9.3764 8.9816 8.6329 

N=60 9.8281 9.3763 8.9816 8.6328 

N=80 9.8281 9.3763 8.9816 8.6328 

N=100 9.8281 9.3763 8.9816 8.6328 

EBT,[18] 9.8696 9.4159 9.0195 8.6693 

TBT,[18] 9.8381 9.3858 8.9907 8.6416 

RBT,[18] 9.8381 9.3858 8.9907 8.6416 

LBT,[18] 9.8433 9.3908 8.9955 8.6462 

 
 

نتایج با  مدرج تابعی نانوتیرمقایسه سه فرکانس طبیعی اول  3جدول 

L=10000nm, µ=3×10) منابع
-12

m
2
, L/h=50) 

 

 

nz  ω
*
1 ω

*
2 ω

*
3 

0 

present 8.6677 26.7303 46.3907 

Ref. [19] 8.6636 26.6420 46.1298 

Ref. [20] 8.6700 26.7100 46.3688 

0.2 

present 6.8032 20.9810 36.4137 

Ref. [19] 6.7998 20.9108 36.2071 

Ref. [20] 6.8500 20.9637 36.4199 

1 

present 6.1443 18.9481 32.8835 

Ref. [19] 6.1414 18.8853 32.6980 

Ref. [20] 6.2222 18.9339 32.9155 

5 

present 5.6411 17.3940 30.1821 

Ref. [19] 5.6384 17.3370 30.0129 

Ref. [20] 5.7257 17.3837 30.2292 

 
 

بعد نانوتیر الکترومگنتوالاستیک فرکانس طبیعی اول بی 4جدول 
 ,b=1nm)ساده -شرایط مرزی ساده بعدی بامدرج تابعی یک

L=10nm, L/h=20) 
 



nm



nz=0.2 nz=1 

present Ref. [17] present Ref. [17] 

 9.2988 9.3046 8.4383 8.4447 

 8.8561 8.8769 8.0517 8.0565 

 8.4855 8.5031 7.7121 7.7173 

 8.1541 8.1730 7.4170 7.4177 
 

گذاری بر نتایج عددی روش ارائه شده در این  برای صحه
بعد نانوتیر مدرج تابعی با  مقاله، سه فرکانس طبیعی اول بی

ساده برای مقادیر مختلف نسبت لاغری -شرایط مرزی ساده
L/h پارامتر غیرموضعی ،µ  و شاخص توانی مدرج تابعیnz  در

( ارائه شده و با نتایج حل تحلیلی تئوری تیر 3جدول )
ساده مقایسه شده است. -تیموشنکو برای شرایط مرزی ساده

µ=3×10پارامتر غیرموضعی در این جدول برابر با 
-12

m
در نظر  2

 گرفته شده است. 
 جینتا یمدرج تابع رینانوت یکه برا شود یملاحظه م

موجود در منابع  جیحاضر با نتا یشده با تئور ینیب شیپ
 یبند فرمول جیدارد که نشان دهنده صحت نتا یخوب یهمخوان

برش  حیتصح بیمقاله است. ضر نیشده در اارائه بدون المان 
شود  یدر نظر گرفته شده است. مشاهده م k=5.6مقاله  نیدر ا

 رینانوت یعیفرکانس طب nz یتابع عیتوان توز شیکه با افزا
های طبیعی نانوتیر  همچنین فرکانس. کرده است دایکاهش پ

و  nzمگنتوالکتروالاستیک مدرج تابعی برای مقادیر مختلف 
( با نتایج منابع موجود مقایسه 4پارامتر غیرموضعی در جدول )

بینی روش بدون المان  پیش شده است و انطباق خوبی بین
شود که نشان دهنده دقت  بینی منابع مشاهده می حاضر با پیش

 باشد. شده در این مقاله میه ارائروش بدون المان 
های طبیعی نانوتیر مگنتوالکتروالاستیک  در ادامه فرکانس

در این قسمت مورد بررسی قرار گرفته است. عرضی مدرج تابعی 
کند. عی در راستای ضخامت تغییر میخواص نانوتیر مدرج تاب

( و BaTiO3( باریم تیتانیت )z=-h/2سطح پایینی نانوتیر در )
 (CoFe2O4)( کبالت آیرون اکسید z=+h/2) آنسطح بالای 

 CoFe2O4نشان دهنده نانوتیر خالص از  nz=0است. بنابر این 
باشد. طول نانوتیر  است که دارای خاصیت پیزوالکتریک نمی

L=10000nm .بعد  فرکانس طبیعی بی در نظر گرفته شده است
 صورت زیر تعریف شده است. هبرای نانوتیر مگنتوالکتروالاستیک ب

 

* 2 
 

A
L

EI
           (31 )  

 

ای است که سطح  مدول الاستیک و چگالی ماده و  Eکه 
بالایی نانوتیر تابعی از آن تشکیل شده است که در اینجا 

CoFe2O4 بعد نانوتیر  طبیعی اول بی  باشد. سه فرکانس می
ساده در جدول -ی شرایط مرزی سادهمگنتوالکتروالاستیک برا

ورد بررسی قرار گرفته است و اثر شاخص توانی و پارامتر م( 5)
بر سه فرکانس طبیعی اول نانوتیر بررسی شده است.  موضعیغیر

روالاستیک همچنین سه فرکانس طبیعی اول نانوتیر مگنتوالکت
مورد بررسی ( 6)گیردار در جدول -برای شرایط مرزی گیردار

توانی درصد  قرار گرفته است. با توجه به اینکه با افزایش شاخص
CoFe2O4 شود که فرکانس  یابد ملاحظه می در نانوتیر کاهش می

 یابد. طبیعی نانوتیر نیز کاهش می
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برای  مگنتوالکتروالاستیکنانوتیر بعد  بیطبیعی   فرکانسسه  5جدول 
 (L/h=20, L=10000nm ،ساده-ساده ط مرزیایشر

 

 
(m

2
) 


*
 nz=0.2 nz=0.5 nz=1 nz=2 

0 

1 9.3094 8.8372 8.4510 8.1511 

2 36.3502 34.5956 33.1080 31.9289 

3 78.8511 75.1924 72.0944 69.6981 

1× 
10

-12
 

1 8.8781 8.4297 8.0563 7.7762 

2 30.7800 29.2912 28.0373 27.0659 

3 57.3803 54.7361 52.4904 50.7548 

2× 
10

-12
 

1 8.5014 8.0784 7.7146 7.4500 

2 27.1837 25.8574 24.7498 23.9013 

3 47.3181 45.1332 43.2918 41.8573 

 
بعد نانوتیر مگنتوالکتروالاستیک برای  فرکانس طبیعی بیسه  6جدول 

 (L/h=20, L=10000nm)گیردار، -شرایط مرزی گیردار
 

 
(m

2
) 


*
 nz=0.2 nz=0.5 nz=1 nz=2 

0 

1 20.4595 19.5203 18.6617 18.0348 

2 54.3748 51.8842 49.6838 48.0474 

3 101.1087 96.8118 93.0475 89.7087 

1× 
10

-12
 

1 19.3688 18.4321 17.6276 17.0195 

2 45.1254 43.0537 41.2293 39.8654 

3 72.3188 69.2125 66.4985 64.4159 

2×1
0

-12
 

1 18.3947 17.5099 16.7387 16.1625 

2 39.3707 37.5479 35.9601 34.7727 

3 59.3111 56.7433 54.5133 52.8026 

 
بر خارجی الکتریکی  پتانسیل ومغناطیسی  لیپتانساثر 
برای شرط  مگنتوالکتروالاستیک های طبیعی نانوتیر فرکانس

 پتانسیل مغناطیسی خارجی برابر با برایساده -مرزی ساده
=+0.05  و=0.05  نشان داده شده  (0)و ( 7)در جدول
و ولتاژ خارجی  موضعیشاخص توانی و پارامتر غیراست و اثر 

 بررسی شده است. اعمالی بر فرکانس طبیعی اصلی نانوتیر
 پتانسیلولت و  V=+5و  V=-5مقدار دو الکتریکی  پتانسیل

را اختیار کرده  =-0.05و  =+0.05مغناطیسی دو مقدار 
همچنین اثر پتانسیل مغناطیسی و الکتریکی بر است. 
های طبیعی نانوتیر مگنتوالکتروالاستیک با شرایط مرزی  فرکانس
و برای دو  L/h=20و  L=10000nmگیردار با طول -گیردار

( 1)در جدول  =-0.2و  =+0.2مقدار پتانسیل مغناطیسی 
آمده است و نتایج عددی مورد بررسی قرار گرفته است.  (10)و 

با را اختیار کرده است.  20و  0، 20-پتانسیل الکتریکی مقادیر 
و با ست افزایش پتانسیل الکتریکی فرکانس طبیعی کاهش یافته ا

  فرکانس طبیعی افزایش یافته است.افزایش پتانسیل مغناطیسی 

های طبیعی  فرکانسالکتریکی و مغناطیسی بر  پتانسیلاثر  7جدول 
ساده -با شرایط مرزی ساده بعد نانوتیر مگنتوالکتروالاستیک بی

(L/h=20, L=10000nm  و=0.05) 

 
(m

2
) V nz=0.2 nz=0.5 nz=1 nz=2 

0 

 10.2341 9.7601 9.3553 9.0321 

 10.1168 9.5163 8.9765 8.5121 

 9.9982 9.2659 8.5809 7.9582 

1× 
10

-12
 

 9.8467 9.3935 9.0060 8.6955 

 9.7248 9.1399 8.6118 8.1540 

 9.6013 8.8790 8.1986 7.5739 

1× 
10

-12
 

 9.5110 9.0761 8.7035 8.4040 

 9.3847 8.8133 8.2949 7.8424 

 9.2567 8.5425 7.8651 7.2375 

 
های طبیعی  مغناطیسی بر فرکانسالکتریکی و پتانسیل اثر  0جدول 
ساده -بعد نانوتیر مگنتوالکتروالاستیک با شرایط مرزی ساده بی

(L/h=20, L=10000nm  و=-0.05) 

 
(m

2
) V nz=0.2 nz=0.5 nz=1 nz=2 

0 

 8.5589 8.3940 8.3188 8.3395 

 8.4182 8.1091 7.8904 7.7732 

 8.2753 7.8139 7.4373 7.1624 

1× 
10

-12
 

 8.0915 7.9648 7.9239 7.9736 

 7.9427 7.6640 7.4728 7.3794 

 7.7910 7.3509 6.9927 6.7329 

2× 
10

-12
 

 7.6795 7.5878 7.5783 7.6547 

 7.5225 7.2714 7.1053 7.0336 

 7.7186 6.9406 6.5985 6.3520 

 
بعد  طبیعی بی  الکتریکی و مغناطیسی بر فرکانس پتانسیلاثر  1جدول 

 (=0.2گیردار )-با شرایط مرزی گیردار نانوتیراصلی 
 

 

(m
2
) 

V nz=0.2 nz=0.5 nz=1 nz=2 

0 

-20 22.5433 21.5369 20.6480 19.9513 

0 22.2875 21.0047 19.8209 18.8151 

20 22.0283 20.4568 18.9526 17.5954 

1× 

10
-

12
 

-20 21.9365 20.9802 20.1288 19.4556 

0 21.6230 20.3243 19.1050 18.0405 

20 21.3023 19.6378 18.0003 16.4540 

2× 

10
-

12
 

-20 21.3934 20.4792 19.6605 19.0088 

0 21.0366 19.7323 18.4896 17.3804 

20 20.6710 18.9380 17.1903 15.4572 
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طبیعی   مغناطیسی بر فرکانساثر پتانسیل الکتریکی و  10جدول 
 (=0.2گیردار )-بعد اصلی نانوتیربا شرایط مرزی گیردار بی

 

 
(m

2
) V nz=0.2 nz=0.5 nz=1 nz=2 

0 

 18.8488 18.5325 18.3746 18.4361 

 18.5346 17.8984 17.4246 17.1860 

 18.2143 17.2381 16.4128 15.8246 

1× 
10

-12
 

 17.2940 17.0553 17.2428 17.5564 

 16.0014 16.2366 15.9297 15.8949 

 16.2061 15.4973 14.4941 13.2311 

2× 
10

-12
 

 15.7121 15.9209 16.2651 16.8087 

 15.1630  14.3152 14.6007 14.2239 

 14.8264 12.4079 12.7894 12.5877 

 
فرکانس طبیعی اول نانوتیر برای مقادیر  (1)شکل در 

مغناطیسی  پتانسیلو در حضور نانوتیر مختلف نسبت لاغری 
طول ، L/hبرای تغییر نسبت لاغری نشان داده شده است. 

تغییر کرده است. نانوتیر و ضخامت شده  نگه داشتهتیر ثابت نانو
بر   مغناطیسی پتانسیلشود که اثر  ملاحظه می (1)در شکل 

 L/h)تر برای نانوتیر نازک ،طول ثابت بافرکانس طبیعی نانوتیر 
مغناطیسی مثبت باعث افزایش  پتانسیلاست.  تر( بیشتربزرگ

مغناطیسی منفی باعث کاهش  پتانسیلو طبیعی فرکانس 
تیر شده است. علت این پدیده این است که نانوفرکانس طبیعی 

تیر نانوث کاهش طول مغناطیسی مثبت تمایل دارد باع پتانسیل
آورد که  کششی در نانوتیر بوجود میگاهی  نیروی تکیه و لذاشود 

شود. همچنین اثر  تیر مینانومنجر به افزایش فرکانس طبیعی 
پتانسیل الکتریکی بر فرکانس طبیعی نانوتیر دوسر ساده در 

 داده شده است. ( نشان3مقادیر مختلف نسبت لاغری در شکل )
 

 
نسبت  ساده-ساده بعد نانوتیرتغییرات فرکانس طبیعی اول بی 1شکل 
 مغناطیسی مقادیر مختلف پتانسیلتغییرات نسبت لاغری و به 

(V=0, L=10000nm, =1×10
-12

m
2
, nz=1) 

 

 
نسبت ساده -سادهبعد نانوتیر تغییرات فرکانس طبیعی اول بی 3شکل 

 الکتریکیبه تغییرات نسبت لاغری و مقادیر مختلف پتانسیل 
(=0, L=10000nm, =1×10

-12
m

2
, nz=1) 

 
شود که پتانسیل مثبت الکتریکی باعث کاهش و  ملاحظه می

ش فرکانس طبیعی نانوتیر پتانسیل منفی الکتریکی باعث افزای
تغییرات فرکانس طبیعی نانوتیر با شرایط مرزی شده است. 

و مقادیر  nzتغییرات  نسبت بهگیردار -و گیردارساده -ساده
شده ه ارائ (5)و شکل ( 4)در شکل الکتریکی  پتانسیلمختلف 

تیر نانوفرکانس طبیعی  nzشود با افزایش  ملاحظه می است.
 طبیعی  الکتریکی بر فرکانس پتانسیلاثر کاهش یافته است ولی 

 ،nzنانوتیر افزایش یافته است. علت این است که با افزایش 
مدول در نانوتیر افزایش یافته است که  BaTiO3درصد ماده 

آن نسبت به ضریب پیزوالکتریک ولی  کوچکترالاستیسیته آن 
ضریب پیزوالکتریک  nzو لذا با افزایش  تر استجزء دیگر بزرگ

و اثر پتانسیل الکتریکی بر  یافتهنانوتیر مدرج تابعی افزایش 
 .یابد افزایش می فرکانس طبیعی آن

  

 
به ساده -های ساده بعد نانوتیر با لبهطبیعی اول بیکانس فر 4شکل 

 nz مقادیر مختلف شاخص توانی ازای
(Ω=+0.1, L=10000nm, L/h=20, =1×10

-12
m

2
) 

 

10 15 20 25 30
0

2

4

6

8

10

12

L/h


1*

 

 

=-0.1

=-0.05

=0
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10 15 20 25 30
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
1*
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گیردار به -های گیردار بعد نانوتیر با لبهفرکانس طبیعی اول بی 5شکل 

 nzازای مقادیر مختلف شاخص توانی 
(Ω=+0.1, L=10000nm, L/h=20, =1×10

-12
m

2
) 

 
اعمال ولتاژ مثبت باعث کاهش و اعمال ولتاژ منفی باعث 

پتانسیل  nz=0برای  افزایش فرکانس طبیعی شده است.
های طبیعی نانوتیر مدرج تابعی  الکتریکی تاثیری بر فرکانس

 ندارد. 
تغییرات فرکانس طبیعی نانوتیر مدرج  (7)و شکل  (6)در شکل 

 nzگیردار با تغییرات -ساده و گیردار-تابعی با شرایط مرزی ساده
نشان داده شده است.  و در حضور پتانسیل مغناطیسی 

، فرکانس طبیعی nzشود با افزایش شاخص توانی  مشاهده می
نانوتیر کاهش یافته و همچنین تاثیر وجود پتانسیل مغناطیسی 
خارجی بر فرکانس اول نانوتیر نیز کاهش یافته است. علت آن 

در نانوتیر افزایش  BaTiO3درصد ماده  nzاست که با افزایش 
یابد که منجر به کاهش  کاهش می CoFe2O4یافته و درصد 

 شود. یب پیزومگنتیک نانوتیر میمدول الاستیسیته و کاهش ضر
 

 
ساده -شرایط مرزی ساده بابعد نانوتیر فرکانس طبیعی اول بی 6شکل 

 مقادیر مختلف شاخص توانی به ازای
(V=+10, L=10000nm, L/h=20, =1×10

-12
m

2
) 

 

 
-شرایط مرزی گیردار بعد نانوتیر بافرکانس طبیعی اول بی 7شکل 

 شاخص توانی گیردار به ازای مقادیر مختلف
(V=+10, L=10000nm, L/h=20=1×10

-12
m

2
) 

 
اصلی اثر پتانسیل الکتریکی و مغناطیسی بر فرکانس طبیعی 

نشان ( 1)و شکل  (0)در شکل  nzنانوتیر برای مقادیر مختلف 
دارای تیر نانو nz=0 حالت توجه به اینکه دربا  داده شده است.

پیروالکتریک دارای خاصیت است که  CoFe2O4 خالص جنس
وابسته به نانوتیر در این حالت  باشد لذا فرکانس طبیعی نمی

  فرکانسمثبت  خارجی با افزایش ولتاژباشد.  ولتاژ خارجی نمی
مشاهده  (1)در شکل همچنین  یابد. طبیعی تیر کاهش می

طبیعی   فرکانسمثبت با اعمال پتانسیل مغناطیسی شود که  می
، نانوتیر nz=0در حالت  تیر افزایش یافته است.نانو

مگنتوالکتروالاستیک بیشترین مقدار خاصیت پیرومغناطیس را 
( 0) که در ناحیه بررسی شد در نمودارهای شود . ملاحظه میدارد
تاثیر تغییرات پتانسیل الکتریکی و مغناطیسی بر فرکانس  (1و )

 اثر خطی دارد.تقریبا عی نانوتیر مگنتوالکتروالاستیک طبی
 

 
ساده -شرایط مرزی ساده بعد نانوتیر بافرکانس طبیعی اول بی 0شکل 

 مقادیر مختلف شاخص توانی بر حسب ولتاژ خارجی به ازای
(=0, L=10000nm, L/h=20, =1×10

-12
m

2
) 
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ساده -شرایط مرزی ساده بعد نانوتیر بافرکانس طبیعی اول بی 1شکل 
 مختلف شاخص توانیبر حسب ولتاژ خارجی به ازای مقادیر 

(V=0, L=10000nm, L/h=20, =1×10
-12

m
2
) 

 
خاصیت پیزوالکتریک و  وجود برای بررسی این نکته که

های طبیعی نانوتیر  پیزومگنتیک چه اثری بر فرکانس
های طبیعی نانوتیر  مگنتوالکتروالاستیک دارد، فرکانس

در عدم وجود  ساده-مرزی ساده با شرط مگنتوالکتروالاستیک
ن آپتانسیل الکتریکی مغناطیسی خارجی محاسبه شده و مقدار 

های طبیعی نانوتیر با خواص الاستیک مشابه ولی  با فرکانس
پیزوالکتریک و پیزومگنتیک بدون در نظر گرفتن خاصیت 

نسبت  (10) شکلدر مقایسه شده است.  (الکتریکونتگم)
فرکانس طبیعی تیر  فرکانس طبیعی تیر الکترومگنتوالاستیک به

با خواص الاستیک مشابه ولی بدون خاصیت )الاستیک مشابه 
شود وجود  نشان داده شده است. مشاهده می (یکمگنتوالکتر

ساده -سادهبا شرایط مرزی در نانوتیر  الکتریکخاصیت مگنتو
فرکانس طبیعی نانوتیر نسبت به نانوتیر اندک  افزایشباعث 

 شود. می الکتریکیت مگنتوبدون خاص ولی الاستیک مشابه
 

 
 مگنتوالکتروالاستیک بهتیر نانونسبت فرکانس اول و دوم  10شکل 

 تیر الاستیک )بدون خاصیت مگنتوالاستیک(نانو
(Ω=V=0, L=10000nm, L/h=20, =1×10

-12
m

2
) 

 بندی گیری و جمع نتیجه -5
 

 بندی بدون المان برای بررسی فرمول در این مقاله یک
مدرج تابعی  های طبیعی نانوتیر مگنتوالکتروالاستیک فرکانس

 (تیر تیموشنکوتیر مرتبه اول برشی ) شده است. از تئوریه ارائ
خواص  سازی رفتار نانوتیر استفاده شده است. برای مدل

مکانیکی، الکتریکی و مغناطیسی نانوتیر در راستای ضخامت 
شده در این پژوهش تئوری ارائه صورت تابعی است. هتیر بنانو
 بگیرد. تواند اثر ابعاد کوچک را در نظر می

دهد که روش بدون المان با  نتایج عددی نشان می
 های فرکانس قادر است در این مقاله ه شدهبندی ارائ فرمول

طبیعی نانوتیر مگنتوالکتروالاستیک مدرج تابعی را به خوبی 
کاهش  باعث موضعیمتر غیرابینی نماید. افزایش پار پیش

در نانوتیر مگنتوالکتروالاستیک مدرج تابعی  های طبیعی فرکانس
بر وجود پتانسیل الکتریکی و مغناطیسی اثر شود. می

باریم تیتانیت تابعی مدرج  های طبیعی نانوتیر فرکانس
(BaTiO3 و کبالت آیرون اکسید )(CoFe2O4)  بررسی شده

است و مشاهده شده است که پتانسیل مغناطیسی مثبت باعث 
افزایش فرکانس نانوتیر مگنتوالکتروالاستیک و پتانسیل 

طبیعی نانوتیر   ثبت باعث کاهش فرکانسمالکتریکی 
مگنتوالکتروالاستیک مورد بررسی در این مقاله شده است. 

شده در این ه بندی بدون المان ارائ است که فرمول همشاهد شد
های طبیعی و اثر  بینی فرکانس خوبی قادر به پیشهمقاله ب
 .باشد های مختلف بر آن می پارامتر

 
 علائم و اختصاراتفهرست  -6

 

E یسیتهمدول الاست 

G مدول برشی  

L طول تانوتیر 

b, h ضخامت و پهنای نانوتیر 

u(x,t) جابجایی محوری صفحه میانی 

w(x,t)  صفحه میانیجابجایی عرضی 

(x,t)φ چرخش سطح مقطع 

[M] ماتریس جرم 

[K] ماتریس سفتی 

V پتانسیل الکتریکی 

nz شاخص توانی 

(x) ماتریس توابع شکل 


*
i دبعیب فرکانس طبیعی iام 

 موضعیپارامتر غیر 

Ω مغناطیسی پتانسیل 


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