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با  یچیساندو -ی تیکامپوزنازک  دهیخم ریرتعاشات آزاد تبررسی ا
 یا هیلا یبا استفاده از تئورگذاری متعامد لایه 

 
متعامد با استفاده  یگذار هیبا لا یچیساندو -ی تینازک کامپوز دهیخم ریمقاله ارتعاشات آزاد ت نیدر اچکیده: 

 یبر مبنا یا هیلا یساله از تئورم یفرمولبند یاست. براقرار گرفته  لیمورد تحل یا هیلا یتئور یاز فرمولبند

 دانیم کی. ابتدا باشد یمتعامد م یگذار هیبا لا تیاز کامپوز ها هیاست. جنس رواستفاده شده  ییجابجا

 ینازک بر اساس تئور دهیخم ریکرنش ت دانیفرض شده است و م ریت یبرا و بعدید یعموم کاملاً ییجابجا

 یمرز طیمعادلات حرکت حاکم و شرا لتون،یستفاده از اصل همبه دست آمده است. سپس با ا یا هیلا

 دانیم کیبا استفاده از  تیبه دست آمده است. در نها یا هیلا یدر تئور یچیساندو دهیخم ریت یمتناسب برا

 یعیطب یها شده است و فرکانس لیتبد ژهیمساله مقدار و کیمناسب، معادلات حاکم بر مساله به  ییجابجا

ابتدا  یعدد جیساده استخراج شده است. در قسمت نتا یمرز طیبا شرا یچیساندو - یتیامپوزک دهیخم ریت

 ریارتعاشات آزاد ت یها شده است و سپس فرکانس یگذار صحه یعیطب س هایکانفر یبرا یتئور ینیب شیپ

 یو مدها یشخم یارتعاش یمختلف از جمله مدها یمدها یساده برا یمرز طیبا شرا یچیساندو -ی تیکامپوز

 انجام شده است. یعیطب یهافرکانس یرو یپارامتر یضخامت استخراج شده است و بررس یدر راستا
 

 گذاری متعامد   لایه ،یچیساندو -کامپوزیتی  نازک دهیخم ریت ،یا هیلا یارتعاشات آزاد، تئور: های راهنماواژه
 

 مقاله علمی پژوهشی
 

 50/40/5042دریافت: 
 24/49/5042بازنگری: 
 34/42/5043پذیرش: 

 

Free vibration of curved thin cross-ply 

composite-sandwich beam based on layerwise theory 

 
Abstract:  In this study, the free vibration of a thin curved cross-ply composite-sandwich 

beam resting on the Winkler-Pasternak foundation is analyzed. A displacement based 

Layerwise theory is used for formulation of the problem. First, a general 2D-

displacement field is considered for the curved beam. The strain field of the thin curved 

beam is obtained based on the strain-displacement relations, and then, the governing 

equations and the appropriate boundary conditions are derived utilizing the Hamilton’s 

principle. These equations are converted into an eigen-value problem using an 

appropriate displacement field and the natural frequencies of the curved beam are 

obtained. Numerical result for free vibration frequencies of simply-supported curved thin 

cross-ply composite-sandwich beam for different modes, including flexural and thickness 

modes are obtained and parametric analysis is performed. 

 

Keywords: Free vibration, Layerwise theory, Curved thin composite-sandwich beam, 
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 مقدمه -1
 

الیاف کربن شده با  تیتقوو ساندویچی  یتیکامپوز یهاتیر

هوافضا دارد. صنعت و  ییهوا عیدر صنا یاکاربرد گسترده

 یهاتیدر ساختار کامپوز لیو تحل هیپژوهشگران با تجز

 یکه در ساختارها اندافتهینکته دست  نیبه ا هیلاچند

 یهادهیپد ه،یلاچند یهاتیگن کامپوزناهمسانگرد و ناهم

اتفاق  یمختلف یدر ابعاد هندس تواندیم یمنحصر به فرد

 یتیکامپوز یهادر سازه یاهیلانیب یتنش برش عی. توزفتدایب

و این درحالی است که بسیاری  دارد یادهیچیشکل پ یبطور کل

ای برای های برشی شکل ساده و از پیش تعیین شدهاز تئوری

از  و معمولاً گیرندیع تنش برشی جانبی در تیرها در نظر میتوز

های همگن در سازه .کنندنظر میتنش عمودی جانبی صرف

 دیتاک که یزمان یتیکامپوز یهاسازه و در مانند تیرهای فلزی

 یبار بحران نییتع رینظسازه  یپاسخ کل نییتع یبرا یاصل

باشد، و شکل مدها  یعیطب یهافرکانس نییعکمانش، ت

 یهایو تئور کیکلاس یمعادل مانند تئور هیلاتک یهایتئور

 تواندینازک مناسب است و م یهاسازه یبرا مخصوصاً یبرش

در سازه های  ارائه کند. رفتار سازه یبرا یقابل قبول ینیب شیپ

های ساندویچی به علت پایین بودن سازه کامپوزیتی و مخصوصاً

ستیک طولی، و تغییر ناگهانی نسبت مدول برشی به مدول الا

 ایبرشی شکل پیچیده ها توزیع تنشخواص بین هسته و رویه

یابد. دارد و سهم تغییر شکل برشی در پاسخ سازه افزایش می

های های تک لایه معادل در تحلیل سازهلذا دقت تئوری

 یابد. ساندویچی و کامپوزیتی کاهش می

ای برای لایهتئوری قاله یک فرمولبندی بر اساس در این م

های ساندویچی دارای انحنا ارایه شده تحلیل رفتار ارتعاشی تیر

است که قادر است علاوه بر مدهای ارتعاشی خمشی مدهای در 

بینی نمایند. مزیت اصلی این راستای ضخامت را هم پیش

تئوری دقت بالای آن است که به علت در نظر گرفتن فرم کلی 

های برشی و عمودی را با فرم مام کرنشت ،برای میدان جابجایی

گیرد. یین شده در نظر میکلی و بدون تحمیل توزیع از پیش تع

ها در راستای بینی تغییر شکلشده قادر به پیشه ئمدل ارا

تواند علاوه بر مدهای لذا تئوری حاضر می ،باشدضخامت نیز می

 بینی نماید.را نیز پیش ی ارتعاشیخمشی، سایر مدها
 

 مروری بر کارهای پیشین -2
 

 یهاسازه لیتحل یبرا یادیز یهایها و تئورتاکنون مدل

نسبت بالا بودن  لی. به دلاندشدهارائه  یچیو ساندو هیچندلا

 ،یتیدر مواد کامپوز یعرض یبه مدول برش یمدول کشش

 لیدر تحل یادیز تیاز اهم یشکل برش رییتغ یاستفاده از تئور

دارد.  یچیو ساندو یتیکامپوز یهاهیلا یکینامیو د یکیاستات

حل  یبرا یروش جامع کی 2452سال  در [5]همکاران  گو و

 کیالاست بستربا  دهیخم ریت کی یکینامیو د یکیپاسخ استات

 یرتعاشات عرضا [2] یی و همکاران 2424سال در  ارایه دادند.

رسی بر یرخطی راغ یمرز یطبا شرا یدهخم یرت یک یرخطیغ

معادله  یافته،یمتعم یلتونبا استفاده از اصل همکردند. آنها 

خدابخش پور  .آوردندبه دست  یدهخم یرت ینامیکد یحاکم برا

 یدهخم یرهایرتعاشات آزاد تا 2425در سال  [3] و همکاران

 یندر ا ی را مورد تحلیل قرار دادند.با مقطع پلکان یتیکامپوز

اثر  یبررس یلمان محدود برااو  یلیتحل یمهن یهاروش یق،تحق

با  ینهمچن است. ارتعاش توسعه داده شده یلدر تحل یراییم

ی، ندسه یمختلف مانند پارامترها یپارامترها یرتوجه به تاث

 5انسیس یافزار تجاربا نرم یافال یریو جهت گ یمرز یطشرا

 هیبا استفاده از نظر [0]و همکارش  سیونآ. ندشد یسهمقا

واکنش  لیکمانش و تحل یاصلاح شده به بررس گزاگیز

. داختندپر یچیساندو-یتیکامپوزی رهایت یرخطیغ کیاستات

اصلاح شده را با  گزاگیز یتئور یرخطیغ ونیفرمولاس آنها

-بودن، از رابطه تنش یرخطیو غ یدرنظرگرفتن نواقص هندس

با استفاده  [1] اوهادصیاد و کارمن توسعه دادند. -وون ییجابجا

های از تئوری تیر خمیده مرتبه پنجم به بررسی تاثیر کرنش

این  ند.برشی عرضی و نرمال مانند اثر کشش ضخامت پرداخت

های محوری )مماسی( و تئوری تغییرات مرتبه بالاتر جابجایی

 زاووانگ و  2459در سال گیرد. عرضی )شعاعی( را در نظر می

شده در هسته فوم فلزی تعبیهبا ارتعاشات آزاد یک تیر  [5]

چبیشف با استفاده از روش را پسترناک -بستر الاستیک وینکلر

تئوری تیر تیموشنکو در این تحقیق  دادند.قرار  تحلیلمورد 

و اصل همیلتون برای استخراج شرایط  گرفتهمورد استفاده قرار 

در سال  است. شدهمرزی و معادلات حاکم بر مدل استفاده 

 کمانش آزاد و ارتعاشات استاتیکی، خمش [0] تای 2422

 از فادهاست با ساندویچی مدرج تابعی را لایه دو خمیده تیرهای

 انجام تیموشنکو شده اصلاح تیر تئوری و تحلیلی دقیق حل

 تک تیر از لایه دو از متشکل خمیده تیر سیستم. داده است

 متصل یکدیگر به برشی اتصالات توسط که است منحنی

ارتعاشات  [2]و همکارانش  دمیر 2424سال در  . شوندمی

های الاستیک و هسته لایه با لایهتیرهای خمیده ساندویچی سه

معادلات حرکت که  دادند.مورد بررسی قرار را ویسکوالاستیک 

 
1 ANSYS 
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ارتعاشات آزاد تیرهای خمیده را به همراه شرایط مرزی کنترل 

با استفاده از اصل کار مجازی به طور کلی استخراج  ،کندمی

بررسی کمانش و ارتعاشات به  [9]ار تبعارفی و نجفی. شوندمی

. تیر ساندویچی از یک هسته نرم پرداختندآزاد تیر ساندویچی 

بعی شده با گرافن تامتشکل از صفحات کامپوزیتی تقویت

است. روابط سینماتیکی براساس تئوری تیر  تشکیل شده

معادلات  در نظر گرفته شده است واندویچی مرتبه بالاتر س

شده لاگرانژ استخراج -بندی ریتزحاکم با استفاده از فرمول

های طبیعی تیرهای فرکانس [54]اوکار و همکارانش  .است

شده از مواد مدرج که از هسته متخلخل ساخته را ساندویچی

تابعی و صفحات تخت الاستیک همگن فلزی و سرامیکی 

های یربا توجه به ضعف تئو. بررسی کردند ،است تشکیل شده

های ها و سازهبینی رفتار کامپوزیتتک لایه معادل در پیش

صفحه  زیآنال یبرا یردتوسط  یاهیلا هینظریک ساندویچی، 

همکارانش لیو و  .[55]است شده ارایهی چیو ساندو یتیکامپوز

ها ربرد آنها و کاآن یعدد سازییادهپ ای،لایه هاییهنظر [52]

و  نیاسی. یتی را بررسی کردندکامپوز یهاسازه یلدر تحل

 یکارآمد مرتبه سوم برا یاهیلا هینظریک  [53] همکاران

 دهیخم یرهایو ارتعاشات آزاد ت یکیاستات لیو تحل هیتجز

 2423در سال . ارائه دادند قیبا انحنا عم یچیساندو یتیکامپوز

کمانش و  ،خمش یلتحل یبرا روشی [50]احمدی  نجفی و

 یسیتهالاست یبراساس تئور یتابعمدرج  نانو تیر اتارتعاش

همانگونه که ملاحظه شد،  .دادندارائه ای لایه یو تئور یرمحلیغ

سازی صفحات و تیرهای های متعددی برای مدلنظریه

کامپوزیتی و ساندویچی توسط محققان مختلف و به دلایل 

شده است. تئوری الاستیسیته سه بعدی، مختلف توسعه داده 

های های زیگزاگ، و تئوریهای تک لایه معادل، نظریهتئوری

های تک لایه تئوریهستند.  ذکریهای قابل ای مثاللایه

های کامپوزیتی توانند نتایج قابل قبولی از رفتار سازهمعادل نمی

 یبلذکر شده ق یهایتئور اکثر و ساندویچی ضخیم ارایه کنند.

. به کنندبینی نمیپیشرا  یعرض یبرش یهاتنش یبه درست

مختلف کامپوزیتی و  یهاهیلا یسفتتفاوت  لیعنوان مثال به دل

 هیتک لا یهایتئور ،یچیساندوهای تیرها و هسته در رویه

 نیا یاصفحه نیب یهاتنش لیتحل یبرا (یا)با هر مرتبهمعادل 

ها بطور کلی فرم تغییر وریاین تئ. باشندیها مناسب نمسازه

کنند که شکل از پیش تعیین شده را برای تیر )ورق( اعمال می

مثلا تئوری تغییر شکل  های ساده کننده است.دارای فرض

های عمود بر تار میانی کند که صفحهبرشی مرتبه اول فرض می

مانند که این فرض بعد از تغییر شکل بصورت صفحه باقی می

ساندویچی به علت نقش بالای تغییر -مپوزیتیهای کادر سازه

مشکلات  یاهیلا یدر تئورباشد. شکل برشی فرض معتبری نمی

 رایز ،شودیمرتفع م گنی در راستای ضخامتناهم از یناش

و  ردیگیدر نظر م هیهر لا یرا برا یمستقل یدرجات آزاد

با  هیسمقا آن قابل یجنتا ینبنابرا ،شودیاز ابتدا ارضا م یوستگیپ

لذا در این مقاله یک  .است یبعدسه یسیتهالاست یهاحلراه

برای  ای بر مبنای جابجاییتئوری لایهفرمولبندی بر اساس 

ساندویچی ارایه -مدلسازی رفتار تیر نازک خمیده کامپوزیتی

یک میدان جابجایی عمومی که هیچگونه فرم از  شده است. 

کند برای تیر در نظر ای را به تیر تحمیل نمیپیش تعیین شده

ای گرفته شده است. این میدان جابجایی با توجه به تئوری لایه

که در آن تیر در راستای ضخامت به تعداد زیادی لایه و سطح 

عمومی برای توزیع  شکلتواند می ،شودبندی میعددی تقسیم

های در راستای طول و ضخامت و هچنین کرنش برشی کرنش

ای عمودی و صفحههای برونلذا کرنش. بینی نمایدجانبی پیش

های این برشی بطور کامل در نظر گرفته شده است. لذا جواب

خطاهایی را که از اعمال میدان جابجایی با فرم از پیش تئوری 

آید حذف تعیین شده در تئوری های تک لایه معادل بوجود می

های طبیعی فرکانس تواند علاوه بر مدو همچنین می کندمی

بینی کند که مشی، سایر مودهای ارتعاشی تیر را نیز پیشخ

 حاکمدر این مقاله معادلات شوند. مدهای ضخامت نامیده می

ز روش ناویر برای استخراج شده و ا اصل همیلتونبا استفاده از 

تیر نازک خمیده های طبیعی و استخراج فرکانس معادلاتحل 

 ستفاده شده است.ابا شرایط مرزی ساده ساندویچی -کامپوزیتی
 

 سازیتعریف مساله و مدل -2-1
 

، شعاع oR یرونی، شعاع ب iR یبا شعاع درون دهیخم ریت کی

-نکلریو کیبستر الاست یکه بر رو hو ضخامت  R نیانگیم

. طول آن در شعاع شودیسترناک قرار دارد، در نظر گرفته مپ

مطابق  rθاست. محور مختصات  0L=Rθبرابر  ریمتوسط ت

 θ و یشعاع یراستا rمتصل شده است که  ریبه ت( 5) شکل

 نی. همچندهدیرا نشان متیر خمیده ( یطی)مح یطول یراستا

 z=r-Rبصورت  zمختصه ضخامت  ،یفرمولبند یراحت یبرا

و  دهدیرا نشان م تیر یانیسطح م z=0شود که  یم فیتعر

 یاند. پارامترهاقرار گرفته z=±h/2در  ریت یو بالا نییسطح پا

 اب بیبه ترت گاههی)پسترناک( تک ی( و برشنکری)و یعمود یسفت

wK  وpK نشان  (5) در شکل دهیرخمی. تشودینشان داده م

 است.شده  داده
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 ساندویچی دهیرخمیت و بستر مختصات هایمحور ،هندسه 5شکل

 

شود که تیر در راستای ضخامت برای فرمولبندی فرض می

شده است که به  تقسیمکنواخت به تعدادی لایه با ضخامت ی

های شود. سطح تماس لایهعددی گفته می هایلایه ،هااین لایه

دهد که به آنها سطوح عددی عددی سطوحی را تشکیل می

های عددی از سطح داخلی تیر خمیده شود. این لایهگفته می

گذاری شده است. شماره Nبه سمت سطح بیرونی آن از یک تا 

بالایی سطح ی )شامل سطح پایینی و همچنین سطوح  عدد

از آن، ده به سمت سطح بیرونی یسطح داخلی تیر خم زتیر( ا

در  ییجابجا یهامولفهشماره گذاری شده است.  N+1یک تا 

 توابع مجهول با بیبه ترت zو  θ راستایم در اُ k یسطح عدد

)θ,t(kU  و)θ,t(kW لذا اگر به تعداد  .شوندینشان داده مN 

مجهول  2N+2ی در تیر در نظر گرفته شود تعداد لایه عدد

 ریت پهنایدر جهت  ییاز مولفه جابجا جابجایی وجود دارد.

 ،یسطوح عدد یی. با درنظر گرفتن جابجاشودیصرف نظر م

 نشان داد. ریبه شکل ز توانیرا م ریت یبرا ییجابجا یهامولفه
 

(5) 
( , , ) ( , ) ( ) , 1, 2,3,..., 1

( , , ) ( , ) ( )

k k

r k k

u z t U t z k N

u z t W t z

  

 

   

 
 

 

در  ریت ییجابجا یهامولفه z,t,(ru(و  u)z,t,(که در آن

 5یدام سیاند kهستند.  z ضخامت تیر و θ طول تیر راستای

انجام  N+1تا  5از تکرارشونده  سیاند یبر رو و جمعاست 

 یخط یلاگرانژ ابیتابع درون z(k( ن،ی. علاوه بر اشودیم

در جهت ضخامت  ییجابجا یهامولفه افتنی یاست که برا

 تابع درونیاب خطی بصورت زیر است. .شودیماستفاده 
 

(2) 

                  

     = 1,2,..., +1

                  

k 1

k 1

k 1

k 1

k 1

k

k

1k

k

i 1

k

0

h
z

N

z z

z z
z z

z
k

h

0

z
z z z

z z




















 


 






 



 

 

 
1 Dummy 

در مختصات تیر  یها، کرنش(5) ییجابجا دانیم توجه به با 

 .شودنوشته میبه شکل زیر ای استوانه
 

(3) 

( , )1
( ( , )) ( )

( )
( , )

( )
( , )

( , )1
( ( , )) ( )




 



 

 

 

 







 
    

 

 
 



  
   

 


  



r k
k k

r k
z k

r k
r k

k

k k

u u U t
W t z

r r R

u d z
W t

r dr

u uu d z
U t

r r r dr

W t
U t z

R

 

 

ضخامت نسبت  در آن هک رابطه بالا برای تیرهای نازک که در

 مقدار (h/R<<1خیلی کوچک است ) تیر اعبه شع

r=R(1+z/R)≈R  .بدست آوردن  یبرادر نظر گرفته شده است

 شودیاستفاده م لتونیاز اصل هم دهیخم ریمعادلات حاکم بر ت

 .شودیم نوشته ریکه به صورت ز
 

(0) 2

1

( )dt 0
t

s w k
t

           
 

 اترییتغ ،یکرنش یانرژ اترییتغ kو  s ،wن که در آ

 یجنبش یانرژ اترییو تغ یخارج یروهایکارانجام شده توسط ن

به  توانیرا م دهیخم ریدر تی کرنش یانرژ رییتغ است.تیر 

 نوشت: ریصورت ز
 

(1) ( )s z z z z

V

Rd dydz              
 

در سطح مربوط به بستر  یخارج یروهایکار توسط ن اترییتغ

 :یدبدست آ ریبه صورت زداخلی تیر 
 

(5) 
0 2

1
1 12 2

0

(( ) W )



  



  

w W P

W
K W K Rd

R
 

 

است. بستر ضریب پسترناک  PKضریب سفتی وینکلر و  WKکه 

به صورت  ( 5با توجه به میدان جابجایی ) یجنبش یانرژ رییتغ

  :شودینوشته م ریز
 

(0) 
02 2

1 1 0

( )


 

 
  

  
     

t t

j jk k
k kj

t t

U WU W
dt E Rd dt

t t t t
 

 

 شود.بصورت زیر تعریف می kjEماتریس  که در آن
 

(2) 2

2

( ) ( ) ( )
h

hkj k jE z z z dz


    

 

به  دهیخم ریمعادلات حاکم بر تبا استفاده از اصل همیلتون 

 .یدآمیبدست  ریز صورت
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(9) 

2

2

2

12

2

12 2

W

 


 










  

 

 
   

 






k k
jk

kj

k k

k

z kj W k k

k

P k

UM R
Q E

R R t

R M W
N E K

R R t

W
K

R

 

 

 است.بصورت زیر  0=و  0=در و شرایط مرزی ممکن 
 

(54) 
0 0

0 0









 

 

k

k

k

k

M or U

R or W
 

 

kو همچنین 
M ،k

zN ،k
Q  وk

R شوند.بصورت زیر تعریف می 
 

(55) 

2

2

2

2

( , ) ( , )

( , ) ( , )

h

k k

h z k

h

k k k
hz z z

M R dz

d
N Q dz

dz

   

 

 

 





 








 

 

زاویه الیاف نسبت به های کامپوزیتی برای لایهبا توجه به اینکه 

راستای طولی تیر سنجیده شده است )زاویه صفر الیاف در 

راستای پهنا را نشان الیاف در  94راستای طول تیر و زاویه 

ر صفر یهای غفهلبا توجه به موکرنش را -رابطه تنش دهد(می

 ریبه صورت ز توانیم( آمده است 3ن کرنش که در رابطه )میدا

 .درنظر گرفت
 

(52) 
11 13

13 33

55

0

0

0 0

 

 

 

 

 

    
    

    
    
    

z z

z z

C C

C C

C

 

 

Cabکه در آن
معادلات انسور ضرایب الاستیک است. تهای مولفه

 شود.بر حسب میدان جابجایی بصورت زیر نوشته می
 

(53) 

2

11 55 55 55 552 2 2

2

11 13 55 55 2

2

55 11 13 55 55 2 2

11 13 13 33 12

2

2

1 1 1
( )

1 1
( )

1 1
( )

1 1 1
( ) W

jkj kj jk kj kj

j

j jkj kj jk kj

kj

j jkj kj jk kj kj

kj kj jk kj

j W j j
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P

U
D A B B D U

R RR R

W U
D B B D E

R R R t

U W
B D B D D

R R R R

D B B A W K
R RR

W
K

R





 






   



 
    

 

 
   

 

    






2 2

12 2 2 2
N ( )cNM

k kj

W W
E

R t




 
 

 

 

  

معادله دیفرانسیل کوپل است که  2N+2معادلات فوق شامل 

 بیضرا یهاسیماترباید بصورت همزمان حل شوند. همچنین 

(N+1)×(N+1) است به  که در معادلات فوق ظاهر شده

 .دنشویم فیتعر ریصورت ز

(50) 

2

2

2

2

2

2

Φ

( )( )

( )
( )

D ( (

ΦΦ
C

C

C z) )

Φ

Φ Φ

h
jkj

h ab

h

kj

h ab

h

kj

h ab

k

ab

j

ab k

ab jk

d zd z
A

dz dz

d z
B z

d

dz

z

z

dz

dz



















 

 

 حل معادله -2-2
 

 دهیخم ریآزاد ت اتارتعاشفرکانس  یبررس یبرا ریروش ناو

با  دهیخم ریت یبراشرایط مرزی . شده استبکار گرفته  یاهیلا

با توجه به  (0=و  0= هایدر لبه) مرزهای دوسر ساده

 .شودیدر نظر گرفته م ریبه صورت ز( 54رابطه )
 

(51)  
11 11

13

( , )
( , ) ( ) ( , ) 0

( , ) 0,




 






   





kj kj
jk kj

j

k

U tD D
M t B W t

R R

W t

 

 

 یهافهمول ،یمرز طیشرا یارضا یبرا ر،یبراساس روش ناو

در  ریز از مکان بصورت یمثلثات یهایبه صورت سر ییجابجا

 .شودینظر گرفته م
 

(55) 
{ ( , )} { } cos( )

{ ( , )} { } sin( )

mp

mp

i t

m m

i t

m m

U t U e

W t W e





  

  




 

 

به . است L/m=mو فرکانس طبیعی تیر  mpدر این معادله 

با قرار دادن  ر،یت یعیطب یهادست آوردن فرکانسمنظور به

 شود.زیر نوشته می ( رابطه حاصل بصورت53( در معادله )55)
 

(50) 2
{0}{ }

([ ] [ ] )
{0}{ }

m

mp

m

U
K M

W


    
    

    
 

 

مولفه صفراست.  N+1با  یستونماتریس  {0}آن که در 

 .شوندیم فیتعر ریصورت ز [M]و  [K] هایماتریس نیهمچن
 

(52) 

11 12

21 22
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لازم است  دهیخم ریت یعیطب هایبدست آوردن فرکانس یبرا

M[2[) نانیکه دترم
mpω-]K[برای . ( برابر با صفر قرار داده شود

 p، مدهای ارتعاشی مختلفی وجود دارد که با mهرشماره مد 

( مد خمشی p=1شوند. اولین مد ارتعاشی )نشان داده می

( مد ضخامت p>1شود و سایر مدهای ارتعاشی )نامیده می

صورت ها بهشوند و فرکانس طبیعی مربوط به آننامیده می

mp برای هر . شودداده می نشانm ،=1p  مد ارتعاشی خمشی

ی تئورشود. های ضخامت نامیده میمد،  p>1و برای است 

با در نظر گرفتن فرم کلی برای میدان جابجایی تواند حاضر می

پیش مرتبط با مد ضخامت را  دهیخم ریت یعیطب هایفرکانس

ینی آن بهای تک لایه معادل قادر به پیشیتئوربینی نماید که 

 دنتوانیمدهای ضخامت منیستند. علاوه بر مدهای خمشی، 

 یچیساندو دهیرخمیت یکینامیرفتار د لیدر تحل ینقش مهم

مربوط به  یعیطب یهافرکانس بررسی نیداشته باشند. بنابرا

دارای  یچیساندو دهیرخمیتها به منظور بررسی دقیق رفتار آن

 اهمیت است.

 

 نتایج عددی -2-3
 

 یبارگذار طیبا هندسه و شرا ساندویچی-کامپوزیتی هدیخم ریت

. خواص شودی، در نظر گرفته م(5)شده در شکل  نشان داده

هسته در جدول  ی واپوکس-تیگراف یهاهیمربوط به لا یکیمکان

 .استشدهنشان داده ( 5)
 

 [51] و هسته اپوکسی-گرافیت هالایهخواص مکانیکی  5جدول

خواص 

 مواد

E1 

(Gpa) 

E2= 

E3 

(Gpa) 

G12= 

G13 

(Gpa) 

 23G

(Gpa) 

1= 

13 
23 

Gr-

Ep 
137.9 9.0 7.1 6.2 0.3 0.49 

Core 0.232 0.232 0.096 0.096 0.2 0.2 

 

اپوکسی برابر -گرافیتهای لایههمچنین چگالی 
3=1580kg/m  320=3و چگالی فومkg/m باشد. می

 ریصورت زبه ریبعد ت یب یعیطبفرکانس همچنین در این مقاله 

 :شودیم فیتعر
 

(59) * 2

2

11

12
( )mp Gr EpL

C h


   

 

-ضریب الاستیک لایه کامپوزیتی گرافیت 11Cکه در آن 

اپوکسی -چگالی لایه گرافیت  ،(141.24Gpa11C=اپوکسی )

  .باشدضخامت تیر می hو 

های عددی انتخاب شده دقت نتایج این تئوری به تعداد لایه

های عددی )سطوح عددی( ستگی دارد. با افزایش تعداد لایهب

بینی تغییر شکل تیر افزایش درجه آزادی مدل برای پیش

بینی کند. تواند با دقت بالاتر رفتار تیر را پیشیابد و میمی

های بینی فرکانسپیشهای عددی بر برای بررسی اثر تعداد لایه

 یهاهیتعداد لا شیافزابا  یعدد جینتا ییابتدا همگراطبیعی، 

 در یعدد یهاهیاست. تعداد لا قرار گرفته یمورد بررس یعدد

است.  نشان داده شده pNبا  یاپوکس-تیگراف یکیزیف هیهر لا

در نظر  کسانیدر تیر  یعدد یهاهیلاتمام ضخامت همچنین 

 یگذارهیبا لا یچیساندو-یتیکامپوز ریت .است گرفته شده

[0/90/core/90/0] ، یکیزیف هیضخامت هر لاکه در آن 

ضخامت هسته در نتیجه و  h=0.1Gh برابر با یاپوکس-تیگراف

 در این مقالهدر نظر گرفته شده است.  باشدیم 0.6hch=برابر 

ساندویچی از سطح داخلی تیر -های تیر کامپوزیتترتیب لایه

خمیده به سمت سطح خارجی آن در داخل کروشه از چپ به 

به معنای الیاف طولی تیر و  صفره است و زاویه راست نوشته شد

 به معنای الیاف در راستای پهنای تیر است.  94

 pN هب یاپوکس-تیگراف یکیزیف هیهر لابا توجه به اینکه 

لایه عددی تقسیم شده است و با توجه به یکسان بودن 

ی در عدد یهاهیدر مجموع تعداد لاهای عددی، ضخامت لایه

 ییهمگرا( 2) شکلدر . است pN=10N تیر برابر بااین کل 

 دهیرخمیت 11 (=1m ،=1p)اول خمشی  طبیعی فرکانس

بررسی شده  L/R=1و  L/h=10 یبرا یچیساندو-یتیکامپوز

 است. 
 

 
-یتیکامپوز دهیرخمیت فرکانس طبیعی ییهمگرا یبررس 2شکل 

 (/L/R=0 ،01h=L=1) یچیساندو

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 301
3.505

3.5055

3.506

3.5065

3.507

3.5075

3.508

3.5085

3.509

N
p


* 1

1
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 هیلا 2حداقل  جینتا ییهمگراکه به منظور  شودیمشاهده م

 هیلا 24و در مجموع حداقل  یکیزیف هیهر لا یبرا یعدد

 جیمحاسبات و نتا یرو در تمامنی. از اباشدیم ازیمورد ن یعدد

لایه عددی تقسیم  54اپوکسی به -هر لایه گرافیتارائه شده 

ها نیز با هم برابر شده و ضخامت لایه های عددی در تمام لایه

هسته به  ،(2)ر مثال در تیر بررسی شده در نمودار است. بطو

 لایه عددی تقسیم شده است. 54

رکانس ف، نتایج عددیو صحت  یدرست یه منظور بررسب 

که با روش حاضر  [0/90] ریاول تا چهارم ت خمشی یعیطب

شده  سهیمقا [50]و  [55] مرجع جیبا نتابینی شده است، پیش

شده  ینیبشیپ یعیفرکانس طب ریمقاد شودیمشاهده ماست. 

 دارند. دیگربا هم یانطباق خوب
 

مقایسه فرکانس طبیعی بی بعد تیر خمیده کامپوزیتی با  2جدول
 (L/h=100)و  [0/90]گذاری لایه

Present 

[16] 

Shallow 

beam 

[17] 

Deep 

beam 

m  

4.6223 4.6911 4.6707 1 

L/R=0.2 
18.5488 18.792 18.767 2 

41.67667 42.291 42.255 3 

73.8835 75.179 75.131 4 

3.9893 4.4725 4.0115 1 

L/R=1 
17.9172 18.539 18.030 2 

41.0894 41.992 41.431 3 

73.3632 74.823 74.188 4 

 

 [ با0/90] یتیکامپوز دهیخم ریبعد تیب یعیفرکانس طب

L/h=10  وL/h=5 تعداد لایه عددی برای مقادیر مختلف N 

شده  سهیمقا [50]آمده است و با نتایج مرجع  (3)در شکل 

در عین انطباق ست جواب حاضر همانطور که مشخص ا .است

برای  .از مقادیر این مرجع کوچکتر است [50]با نتایج مرجع 

تئوری تک لایه  و حاضر تئوری نتایج ،1pN=تعداد لایه عددی 

 .باشندمی نزدیکبسیار  [50]معادل 

 یچیساندو-یتیکامپوز دهیرخمیت بعدیفرکانس ب( 0) شکل

ی سه برا( L/R)طول به شعاع به تغییرات نسبت نسبت را 

نشان  [core/90/0/0/90]در تیر ساندویچی  L/hمقدار مختلف 

و ضخامت هسته  m=1Lبا دهد. طول تیر ثابت و برابر می

h=0.6ch .با  شودیهمانطور که مشاهده م انتخاب شده است

 بعدیفرکانس ب( R/L=0) نسبت طول به شعاع شیافزا

بار فشاری و ضرایب بستر در این  .ابدییکاهش م دهیرخمیت

 باشد.نمودار صفر می

 بر فرکانسپسترناک -نکلریو کیوجود بسترالاستاثر 

ه یارا (5( و )1های )در شکل [core/90/0/0/90] طبیعی تیر

. است ،L=0.01m دهیرخمیطول تو  L/R=1نسبت . شده است

-نکلریو کیبستر الاست یپارامترها شیکه افزا شودیمشاهده م

 شود. یم تیرخمیده یعیفرکانس طب شیپسترناک باعث افزا
 

 

 
 بر حسب افزایش تعدادتغییرات فرکانس طبیعی بی بعد اول  3 شکل

 [50]با مرجع  و مقایسهیه عددی لا
 

 
 یچیساندو-یتیکامپوز دهیخم ریت بعدیفرکانس ب 0شکل 

[0/90/core/90/0] در نسبت طول به شعاع مختلف L=1m 
 

 
 تیر خمیدهعی اثر پارامتر بستر وینکلر بر فرکانس طبی 1 شکل

0 5 10 15 20 25 30
3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

3.7

3.8

N
p


* 1
1

 

 

L/h=10, Present

L/h=10, Qatu [17]

L/h=5, Present

L/h=5, Qatu [17]
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 تیر خمیدهپسترناک بر فرکانس طبیعی  اثر پارامتر بستر 5شکل

 

تواند تغییر همانگونه که ذکر شد مدل ارایه شده می

های پیچیده تیر از جمله تغییر شکل برشی پیچیده و شکل

علاوه بر مدهای  و ها را در نظر بگیردتراکم هسته و رویه

کند. بطور بینی میز پیشخمشی، مدهای ارتعاشی دیگری را نی

کند که صفحات عمود مثال تئوری مرتبه اول برشی فرض می

مانند و تئوری بر تار میانی بعد از تغییر شکل صفحه باقی می

بعد  کند که صفحات عمود بر تار میانیاویلر برنولی فرض می

مانند. باقی میبر تار میانی عمود  صفحه بصورت تغییر شکل

ی برشی مرتبه بالاتر نیز فرم از پیش تعیین هاهمچنین تئوری

ای برای تغییر شکل تیر در نظر گرفته و آن را بر تیر شده

کند. تئوری حاضر هیچگونه فرم از قبل تعیین تحمیل می

گیرد و با افزایش تعداد در نظر نمیبرای جابجایی ای شده

بینی های پیچیده را پیشتواند تغییر شکلهای عددی میلایه

، مدهای mند. همانگونه که قبلا گفته شد، برای هرشماره مد ک

شوند. اولین نشان داده می pارتعاشی مختلفی وجود دارد که با 

شود و سایر مدهای ( مد خمشی نامیده میp=1مد ارتعاشی )

 یمدها( 0) شکل. شودمی ( مد ضخامت نامیدهp>1ارتعاشی )

 [core/0/0/0/0] یچیساندو-یتیکامپوز دهیخم ریتارتعاشی 
( در مد pضخامت )مد  مختلف یارتعاش یمدهاشماره برای 

 ,m=1)، (m=1, p=1)مدهای  شامل (m=1) خمشیاول 

p=2)، (m=1, p=4)، (m=1, p=3) و (m=1, p=5 ) را نشان

صفحات عمود بر صفحه  p=1در شود مشاهده می .دهدمی

مانده تغییر شکل هم تقریبا به شکل صفحه باقی از بعد  ،میانی

این صفحات تغییر شکی یافته است  p=5تا  p=2در است ولی 

تغییر شکل در توزیع های پیچیده از که نشان دهنده شکل

های تک لایه معادل توان راستای ضخامت است که تئوری

بینی آنها را ندارند. این مدهای ارتعاشی مودهای ضخامت پیش

شی بسیار بالاتر شوند. فرکانس این مودها از مود خمنامیده می

ها به ضخیم این فرکانسکامپوزیتی است. در تیرهای 

شوند و نقش آنها در تحلیل های خمشی نزدیکتر میفرکانس

های یابد. همچنین در تیرافزایش میرفتار دینامیکی تیر 

ممکن  هاصلبیت پایین هسته نسبت به رویه ساندویچی به علت

 تیر نگ آبی شکل اولیهراست نقش این مدها قابل توجه باشد. 

 دهد.مد ارتعاشی( را نشان میو رنگ قرمز شکل تغییر یافته )
 

 
 m=1, p=1)الف( 

 
 m=1, p=2)ب( 

 
 m=1, p=3)ج( 

 
 m=1, p=4)د( 

 
 m=1, p=5)ه( 

 مربوط به مد [core/0/0/0/0] دهیرخمیت هایشکل مد 0شکل

 ضخامتمد  های مختلفشمارهو  m=1 اول یخمش
)h=0.6ch=0, 0P=PK=WK=10, h/L, m1=L( 

 

شکل مودهای نشان داده شده های طبیعی مربوط به فرکانس

 ,m=1های اول تا چهارم مد ضخامت )مدبرای ( 0)در شکل 

p=1,…,4( در جدول )های گذاریبرای لایه( 1)تا جدول  (3

 آمده است. h=0.6chو  m=1Lرای مختلف ب
 

تیر  مختلف ای ضخامتههای طبیعی مربوط به مدفرکانس 3جدول 
 (1R/L, h=0.6ch ,=1m=) [core/0/0/0/0] خمیده ساندویچی

p=4 p=3 p=2 p=1 L/h 

113.2533 86.3150 55.1950 3.5469 10 

270.1188 214.5570 193.5285 5.8545 20 

535.2066 430.3295 294.9878 7.3641 30 
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تیر های ضخامت مختلف های طبیعی مربوط به مدفرکانس 0جدول 

 (1R/L, h=0.6ch=1, m=) [core/90/0/0/90] خمیده ساندویچی
 

p=4 p=3 p=2 p=1 L/h 

87.2795 68.7174 54.5559 3.5057 10 

241.2394 197.7427 143.2080 5.6139 20 

523.5894 385.7756 216.4461 6.7010 30 
 

های ضخامت مختلف تیر های طبیعی مربوط به مدفرکانس 1جدول 

 (1R/L, h=0.6ch=1, m=) [core/90/90/0/0]ندویچیخمیده سا

p=4 p=3 p=2 p=1 L/h 

96.7508 56.6836 33.7984 2.7509 10 

249.2263 213.5804 96.1311 3.4125 20 

524.2572 404.7613 174.0748 3.6010 30 
 

 دهیرخمیت یعیمربوط به بستر بر فرکانس طب یاثرات پارامترها

های مختلف متقارن و گذاریلایه برای یچیساندو-یتیکامپوز

 شیکه افزا شودیاست. مشاهده م آمده (5) در جدولنامتقارن 

پسترناک باعث -نکلریو کیپارامترهای مربوط به بستر الاست

جابجا شدن اثر  .شودیم دهیرخمیت یعیفرکانس طب شیافزا

ها بر فرکانس های کامپوزیتی در رویهمحل قرارگیری لایه

شود. فرکانس در این جدول مشاهده می ندویچیسا طبیعی تیر

بزرگتر از  [core/90/0/0/90]گذاری طبیعی مربوط به تیر با لایه

است. [core/0/90/90/0]  گذاریفرکانس طبیعی تیر با لایه

گذاری همچنین فرکانس طبیعی این تیرها از تیر با لایه

 بزرگتر است. همچنین مقادیر [core/0/0/90/90] نامتقارن

 بعد مربوط به بستر بصورت زیر تعریف شده است.بی
 

4 2 2

0 1 1 1( / ) ( /),  W PK K E I L K K E I L      )24(  
 

11 یعیفرکانس طب 5 جدول
* پارامترهای یبرا یچیساندو دهیرخمیت 

 PK, WK کیمربوط به بستر الاستبعد بی
)h=0.6ch=20, h/L=1, R/L=1m, L( 

 

[90/90/core/ 

0/0] 

[0/90/core/ 

90/0] 

[90/0/core/ 

0/90] 
0K 1K 

3.2810 5.6139 4.5289 0 
 

0 
5.2287 6.9733 6.1312 10 

6.6249 8.1067 7.3928 20 

6.5608 8.0377 7.3206 0 
 

0.1 
7.7203 9.0393 8.4063 10 

8.7256 9.9395 9.3659 20 

8.6775 9.8834 9.3091 0 
 

0.2 
9.5833 10.7135 10.1847 10 

10.4096 11.4829 10.9898 20 

 گیرینتیجه -3
 

به منظور مطالعه رفتار  یاهیپژوهش از تئوری لا نیدر ا

روی بستر  یچیساندو-یتیکامپوز دهیخم ریت ارتعاشات آزاد

ای بر خلاف تئوری لایهاست. استفاده شده  پسترناک-وینکلر

لایه معادل که فرم از پیش تعیین شده های تکنیکی تکتئوری

گیرند فرم جابجایی )تغییر شکل( نظر می در تیر جابجاییبرای 

تواند رفتار تیر و لذا میگیرد میعمومی برای تیر درنظر 

بینی نماید. این را با دقت بالایی پیشساندویچی -کامپوزیتی

های مساله در تیرهای کامپوزیتی و ساندویچی که تغییر شکل

برشی نقش بیشتری در تعیین رفتار تیر دارند اهمیت بیشتری 

هر لایه از تیر که  شودیدر تئوری حاضر فرض مکند. پیدا می

 هیلا یتعداد ازضخامت  یدر راستا یچیساندو-یتیکامپوز

به تعداد تیر  یکیزیف هیاست، لذا هر لاشده  لیتشک یفرض

شده  ینیبشیپ جی. نتاشودیم میتقس یعدد هیلا یمشخص

 گریت دهای به کار رفته در مقالاتوسط تئوری حاضر با تئوری

شده  یبررسنیز  جینتا ییقرار گرفته و همگرا سهیمورد مقا

 ن،یشیهای پاست. با توجه به مطالعات صورت گرفته در بخش

 .حاصل شده است ریز جینتا

فرم  یشکل برش رتغیی هایتئوری خلاف بر حاضر تئوری •

در نظر  یکیالکتر لیکرنش و پتانس ،ییجاجابه دانیبرای م یکل

های برون کرنش تئوری از نیا گرید انیبه ب است. گرفته

و بلکه فرم  کندینظر نمصرف تیرای برشی و عمودی در صفحه

در تئوری حاضر لذا  گیرد.عمومی برای آن در نظر می کاملاً

 جیکوچکتر از نتا یعیفرکانس طب یشده برا ینیبشیپ جینتا

ها است که از بعضی کرنش یشکل برش رییهای تغتئوری

ای برای آن در کنند یا توزیع از پیش تعیین شدهنظر میصرف

 گیرد.نظر می
 

تئوری حاضر  ،یشکل برش رییهای تغبر خلاف تئوری •

 یمرتبط با مدهای ارتعاش یعیفرکانس طب ریمقاد تواندیم

 یرفتار ارتعاش قی. مطالعه دقدینما ینیبشیضخامت را پ

مرتبط با  یعیطب هایدر نظر گرفتن فرکانس ازمندین دهیرخمیت

به نظر  رونیو ضخامت است و از ا یخمش یمدهای ارتعاش

 ینیبشیپ تواندیتئوری ارائه شده در پژوهش حاضر م رسدیم

 یچیساندو-یتیکامپوز دهیرخمیت یکینامیاز رفتار د تریقیدق

 .دیارائه نما
 

-یتیکامپوز دهیخم رینسبت طول بر ضخامت ت شیافزا •

 .گرددیآن م بعدیب یعیفرکانس طب شیباعث افزا یچیساندو

-فزایش نسبت طول به شعاع تیرخمیده کامپوزیتیا •

 شود.بعد میساندویچی باعث کاهش فرکانس طبیعی بی
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 یسفت شیافزا لیپسترناک به دل-نکلریوجود بستر و •

های فرکانس شیباعث افزا ،یچیساندو-یتیکامپوز دهیرخمیت

 .گرددیآن م یعیطب

 

 و اختصارات مفهرست علائ -4
 

 علایم انگلیسی
 

 

u(,z), ur(,z) جایی در راستایههای میدان جابمولفه   وz  

)(i),W(iU جایی سطح عددی هجابi ام در راستای    وz  
)z(k  سطح عددی برایتابع درون یاب لاگرانژیk ام  

, ,z r     های نرمال و برشیکرنش 

 ij
 تنش های مولفه 

 چگالی 

δπs   تغییر انرژی کرنشی 
δπw انجام شده توسط نیروهای خارجی   تغییر کار 

δπk تغییر انرژی جنبشی 

wK  پارامتر عمودی بستر الاستیک 

pK  پارامتر برشی بستر الاستیک 

0P  بار محوری 

ωmp  فرکانس طبیعی 

pN های عددی فرضیتعداد لایه 

L ،b ،h طول، عرض و ضخامت تیرخمیده 

 هازیرنویس

𝑝,𝑚 شماره مدهای ارتعاشی    
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