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 و یمدرج تابع برنولی –اولر  ریت یکینامید یداریپا یبررس

 تزیبا روش ر ریمقطع متغ
 

 یتحت بارمحور ریبا مقطع متغ یمدرج تابع ولیبرن - اولر ریت یکینامید یداریحاضر، پا در مقالهچکیده: 

 ومینیاز آلوم یبیترک یو مصالح از نوع مدرج تابع یینما صورت تابعبه ری. مقطع متغشود یم یبررس یکینامید

ج استخرا لتونیحاکم با استفاده از روش هم لیفرانسی. در گام اول، معادله دشود یفرض م ومیکونریز دیو اکس

مکان  رییعنوان تابع تغ به شفیچب یو از سر دهیمعادله محاسبه گرد فیشکل ضع ،یام بعد. در گگردد یم

 یمصالح، هندس یسفت یها سی. سپس ماترگردد یاستفاده م یزمان یعنوان سر به نیو از تابع بولوت یعرض

 شهیمختلف ر کیحرت یها فرکانس یازا به یکینامیبار د بیضر ریمقاد ت،ی. در نهاگردد یو جرم استخراج م

 یو توان ماده تابع بعد یب یکیبار استات بیضر ،ینرسیسطح و ممان ا راتییتغ بیضر شی. افزاشوند یم یابی

 یها به سمت فرکانس بعد یب یکینامیبار د بیضر راتییو باعث انتقال تغ دهیگرد ریت یسبب کاهش سفت

مهندسان  یملاک طراح تواند یبعد است و م یمقاله ب نیارائه شده در ا ینمودارها یتمام .شود یتر م کوچک

 .ردیقرار گ یکینامید یتحت بار محور یمدرج تابع یرهایت یطراح یبرا
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Analysis of the dynamic stability of a functional 

graded Euler-Bernoulli beam and variable cross-

section using the Ritz method 
 

Abstract:  In this article, the dynamic stability of a functionally graded Euler-Bernoulli 

beam with a variable cross-section under dynamic axial load is investigated. The 

variable cross-section is assumed to be an exponential function and the material is a 

combination of aluminum and subconium oxide. In the first step, the governing 

differential equation is derived using Hamilton's method. In the next step, the weak form 

of the equation is calculated and the Chebyshev series is used as the transverse 

displacement function and the Bolotin function is used as the time series. Then, the 

material, geometric, and mass hardness matrices are extracted. Finally, the values of the 

dynamic load factor are determined for different excitation frequencies.  The increase in 

the coefficient of changes in the level and moment of inertia, the dimensionless static 

load coefficient and the power of the functional material causes the stiffness of the beam 

to decrease and causes the changes in the dimensionless dynamic load coefficient to be 

transferred to smaller frequencies. 
 

Keywords: Dynamic stability, Functionally graded materials, Stability of variable 
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 مقدمه -1

 

از  یتوسط گروه 1۹84مدرج در ابتدا در سال  یمواد تابع

 ی. مواد تابعدیژاپن مطرح گرد یدانشمندان در دانشگاه سندان

که خواص هستندچند نوع ماده  ایشامل دو  مواد مرکب مدرج

م کنار ه یبندصورت درجهکرده و به رییتغ یصورت تابعآنها به

 یکیو سرام یاز دوفاز فلز عمولاًمدرج م ی. مواد تابعرندیگیقرار م

خواص مواد  کهیطوربه شوندیشده با هم ساخته م بیترک

یم رییتغ کنواختیصورت کاملاً آنها به گریطرف دبه طرفکیاز

 ما،یمدرج در هواپ یاستفاده از مواد تابع ریاخ یها. در سالکند

 ،یازره یهادر پوشش یدفاع یکاربردها ل،یاتومب ما،یفضاپ

 کی یکرده است. از طرف دایپ یادیو سنسورها کاربرد ز یشکپز

سطح  یکه دارا ینسبت به عضو منشور ریعضو با مقطع متغ

ر برخوردار است. د یشتریب یاست، از توان باربر یترمقطع بزرگ

 ریتغبا مقطع م یو اعضا یمواد مدرج تابع یژگیو بیبا ترک جهینت

داد  شیافزا یالاحظهمابلرا به طور ق ریت یباربر تیظرف توانیم

به  [5] [، بازانت4] ونگ [، 3] موشنکویت بارنی. نخست[2، ][1]

 یبر مبنا کیالاست یهاستون یبارکمانش تیمطالعه ظرف

 یعدد یبیتقر ایحاکم  لیفرانسیحل بسته معادله د یهاروش

 یکینامید شکمان یبه بررس بارنینخست نیپرداختند. بولوت

 یبارگذار کی یبا معرف شانیپرداخت. ا یکیمکان یهاستمیس

 یهاشرو  یبر مبنا یکینامید ستمیس یمشخص برا  یکینامید

 .[6] پرداخت ستمیس یکینامید یداریبه مطالعه پا یلیتحل

 یهاحل تحلیلی برای کمانش ستونیک راه دربندی و همکاران

 ردندک ارائهبا سطح مقطع متغیر تحت بارهای متمرکز و گسترده 

 یارینگن پایدار یبا استفاده از تئور و همکاران یانصار .[7]

کردند. مشخص  یجداره را بررسنانولوله کربن تک یکیدینام

 ریت یموضع ریمدل غ یبرا یناپایدار هیکه دامنه ناح دیگرد

. [8] ستا یاویلر برنول ریت یموضع ریتر از مدل غبزرگ موشنکویت

 -اولر  ریو ارتعاشات ت، به مطالعه کمانش قنادپور  و همکاران

ان . نتایج این تحقیق نشپرداختند تزیبه روش ر یرمحلیغ یبرنول

دهد که با افزایش پارامتر غیرمحلی ارینگن مقدار ضریب بار می

بعد بسته به شرایط کمانشی کاهش و در فرکانس طبیعی بی

 یهاشم ینیحس. [۹] گاهی افزایش یا کاهش می یابدمرزی تکیه

 ریسطح مؤثر نانو ت یرخطیارتعاشات آزاد غ یبه بررس و ناظم نژاد

 ریکه افزایش ابعاد نانو ت دیپرداختند. مشخص گرد یمدرج تابع

سطح مؤثر  راتمانند نسبت طول یا ضخامت و اث یمدرج تابع

به  . کورتاران[10] شودیم یعیباعث کاهش فرکانس نرمال طب

 
1 Perturbation 

 یعرج تابمد قیعم یمنحن یرهایبزرگ ت یهاشکل رییتغ یبررس

و  ینی. حس[11] پرداخت یلیفرانسیبا استفاده از روش مربعات د

ینحنم قیعم نکویموشیت یرهایارتعاش نانو ت یبه بررس یرحمان

. [12] پرداختند ریاستفاده از روش ناو اب یمدرج تابع شکل

 یرهایت کرویم یرخطیبه مطالعه ارتعاش غ و همکاران یعیشف

پرداختند.  یمحور یعملکرد از نظر شدهیبنددرجه یمخروط

نش زوج ت هیو نظر یبرنول - اولر ریت یبه تئورباتوجه ریت کرویم

شده  یازسمدل فون کارمان یهندس بودنیرخطیاصلاح شده با غ

از  ونکیموشیت ریرفتار پس از کمانش ت . پائول و داس[13] است

 را مطالعه کردند یحرارت یتحت بارگذار یجنس مواد مدرج تابع

بر رفتار  یاثرات سطح یبه بررس و همکاران یری. قد[14]

 یبا مصالح مدرج تابع یرمحلیدوار غ رینانو ت کی یارتعاش

 یرهایت یارتعاشات اجبار یبررس به آکباس .[15] پرداختند

 انیعسگرسلطانی و . [16] پرداخت یمتخلخل مدرج تابع قیعم

با  یابعساخته شده از مواد مدرج ت یهاستون یکمانش یبه بررس

رفتار  یمنظور بررسبه ق،یتحق نیپرداخت. در ا ریسطح مقطع متغ

، معادله حرکت حاکم بر ارتعاش آزاد اءو ارتعاش آزاد اعض یداریپا

مک  بسط بیبا استفاده از ترک ریبا مقطع متغ یاچهیماه یرهایت

بیانگر این نتایج  حل شده است. یتوان یهایلورن و روش سر

توان ماده تابعی، مقدار ضریب بارکمانشی و است که با افزایش 

یش ضریب ارتجاعی سیستم افزایش پایداری عضو به علت افزا

به صورت همزمان به هر دو  یچون فرکانس ارتعاشیابد. اما می

 تقابل پیش بینی نیس وابسته است گانی بیضر ورم پارامتر ج

العه مطبه  تزیبا استفاده از روش ر شپژند و همکاران ییرضا. [17]

با  یدوسر مفصل یاچهیماه ریت یچشیپ - یرفتار کمانش جانب

 یمهار جانب یدوطرفه که دارا یمقطع متقارن از جنس مواد تابع

به  یو برات یمی. ابراه[18] در طول خود است، پرداختند یکاف

ساخته شده از مواد مدرج  یرمحلیغ یرهایمطالعه کمانش نانو ت

. [1۹] پرداختند ریمتغ کیستالا طیمح یبر رو یمحور یتابع

با  یصفحة گرافن یکینامید یداریپا یبه بررس و همکاران ییجلا

. ژو و [20] پرداختند سکوپاسترناکیبستر و یوبر ر ییرایاثر م

چرخان متحرک محوری  یلیرا رهاییت دارییارتعاشات و پا چانگ

 یدوران ینرسیا شیکه با افزا دیرا مطالعه کردند. مشخص گرد

به  . چن و همکاران[21] ابدییکاهش م ستمیس دارییپا ر،یت

 یرهایت کرویمطالعه ارتعاشات غیرخطی و رفتار پسا کمانش م

. کائو و [22] پرداختند یساخته شده از مواد مدرج تابعی دوبعد

 با مقطع یمدرج تابع برنولی –اولر  ریارتعاشات آزاد ت همکاران

و تابع  1اغتشاش یبیرکاز روش ت شانیکردند. ا یرا بررس ریمتغ
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علی  .[32] استفاده کردند لیفرانسید حل معادله یبرا 1یج

به مطالعه پایداری دینامیکی تیر مدرج تابعی  مرادزاده و همکاران

ه در این پژوهش ببر بستر غیرخطی تحت بار متحرک پرداختند. 

طور همزمان اثر بسترخطی، برشی و غیرخطی در معادله 

 توان تاثیر همزمانمحققین، شده است.  دیفرانسیل مدل سازی

غیرخطی و سرعت بار -برشی-ماده تابعی، ضریب بستر خطی

با استفاده تحلیل  را ی تغییر مکان سازهمتحرک بر بیشینه

به  اسیری و همکاران .[24] کرده اندی زمانی بررسی تاریخچه

بررسی پایداری دینامیکی تیرهای ویسکوالاستیک ضخیم مدرج 

، دوسر کنسولبرای شرایط مرزی )ی تحت بار پالس دینامیکی تابع

در این مطالعه رفتار تیر ویسکوالاستیک مطابق  ساده( پرداختند.

و توزیع ضریب ارتجاعی و وزن مخصوص  2 وویت –مدل کلوین 

. نوشته شده است یکسر حجم یاختلاط خطتیر بر مبنای تابع 

انی )روش ی زمدر این پژوهش، از روش تحلیل تاریخچه

 نتایج بیانگر ایننیومارک( برای حل معادله استفاده شده است. 

بعد است که افزایش توان ماده ی تابعی و ضریب ویسکوزیته بی

شارما و  .[25] شودی تغییر مکان سازه میایش بیشینهباعث افز

به تجزیه و تحلیل مودال یک تیر مدرج تابعی با عملکرد  همکاران

هد دت دمایی پرداخنتد. نتایج نشان میغییرامحوری تحت اثر ت

باعث کاهش فرکانس  و درجه حرارت که افزایش توان ماده تابعی

شود. هم چنین اثر پارامترهای توان ماده تیر می بعدطبیعی بی

شرایط مرزی مختلف بر فرکانس   ءتابعی و درجه حرارت به ازا

. ده استبعد برای حالت های مودی مختلف پرداخت شطبیعی بی

 کابردی استطراحی حسگرهای محیط برای تحقیق نتایج این 

 نکوموشیکنسول ت ریت یاجبار تعاشاتبه مطالعه ار اکباس .[26]

 تزیاز روش ر شانیپرداخت. ا یساخته شده از مواد مدرج تابع

بهره گرفت و از روش شتاب  سفتی یها سیاستخراج ماتر یبرا

 محاسبه حداکثر یبرا یانزم خچهیتار لیو تحل ومارکیمتوسط ن

 یرسبه بر دوگوی. آردا و آ[27] استفاده کرده است ریت  رمکانییتغ

 تزیر با روش یارنفست مدرج تابع - موشنکویت ریارتعاشات آزاد ت

طع مق ریت یدوران ینرسیو ا یشکل برش رییپرداختند. اثر تغ

ته ارنفست در نظر گرف-موشنکویبا استفاده از مدل ت یلیمستط

مختلف بر  یمرز طیدر شرا یتابع یاست. اثر توان مادهشده 

 انیو آهن ی. سلطان[28] شده است یبررس ریت یعیفرکانس طب

 یاچهیجدار نازک ماه ریت یچشیپ-یخمش یداریارتعاش آزاد و پا

ه را موردمطالع کیبر بستر الاست یشده از مواد مدرج تابعساخته

مدل ولاسو  هیآزاد را بر پاو ارتعاش  یداریپا شانیقرار دادند. ا

 
1 G-Function 
2 Kelvin–Voigt 

بستر  لمقاطع جدار نازک باز و با اعمال اثرات محل اتصا یبرا

 ردندک یدر معادلات بررس یبار فشار تیو خروج از مرکز کیالاست

 یهالوله یکیمکان یحرارت یداریپا و همکاران یمی. ابراه[2۹]

 یرا بررس یمحور یلغزان ساخته شده از مواد مدرج تابع یلیر

 . [30] ندکرد

 یداریپا ،یعیطب یهاعموماً فرکانس نیشیپ یهاپژوهش در

 یرهایدر ت یزمان یخچهیتار یکینامید یداریپا ،یکیاستات

مذکور، با  یشده است. در مقاله یبررس یمدرج تابع موشنکویت

 یداریگذشته، پا قاتیاز تحق یو با بهره مند دیجد کردیرو

 نیبولوت یتئور ینبر مب یابعمدرج ت یبرنول -اولر ریت یکینامید

 یکانسفر لیبر تحل یمبتن یروش نی. روش بولوتشودیم یبررس

 ینواح یمرزها یزمان یروش با استفاده از پاسخ سر نیاست و در ا

محاسبه  یبرا .شودیم یبررس یکینامید یداریو ناپا یداریپا

 یابا چند جمله تزیر نیمه تحلیلیاز روش  سفتی یهاسیماتر

 ییبالا ییفوق سرعت همگرا روش. شودیبهره گرفته م شفیچب

در  یسیکدنو لهیبه وس سیو استخراج ماتر یسیدارد و برنامه نو

 یمدلساز یاست. برا ریپذبا سرعت بالاتر امکان 3نرم افزار متلب

 یکسر حجم یاختلاط خط یاز الگو زین یمصالح مدرج تابع

 ینرسیممان ا راتییاثر تغ ن،یشیپ قاتی. در تحقشودیاستفاده م

ممان  راتییتغ مقاله نیدر ا لحاظ شده است. یتوابع توان قبر طب

 شود.یمعادل م ییتوابع نما یو سطح مقطع بر مبنا ینرسیا

 

 ی و تعریف مسئله سازمدل -2
 

( تیری با مقطع متغیر و مصالح مدرج تابعی با 1مطابق شکل )

 جرم ،E(x)ضریب ارتجاعی، I(x)دوم سطح مشخصات گشتاور

و جرم  A(x)، سطح مقطع L، طولρ(x)A(x)واحد طول 

به  Pبار محوری متناوب  .شودیمدر نظر گرفته  ρ(x)مخصوص 

 د. شوری هارمونیک و استاتیکی نوشته میصورت مجموع بارمحو

 
 یتحت بارمحور یو مصالح مدرج تابع ریبا مقطع متغ یریت 1شکل 

 متناوب
 

3 MATLAB 
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احد طول و مقطع ، جرم وضریب ارتجاعیتوزیع -2-1

 متغیر در مواد مدرج تابعی
 

 در نظر مدرج تابعیساخته شده از مواد  ریت کی قیتحق نیدر ا

ت. اس کیفلز و سرام ی ازبیمذکور ترک ریگرفته شده است. ت

از  یجیو تدر وستهیعضو به طور پ یخواص مواد در جهت طول

لاً مچپ به خواص کا ی( در انتهاایرکونی)ز یکیخواص کاملاً سرام

جنس . ضمناً کندیم ریی( در سمت راست تغومینی)آلوم یفلز

 نی. فرض بر اشودیم فرضثابت در راستای ضخامت  ریت مصالح

 یکسر حجم یخواص مواد از قانون اختلاط خط عیاست که توز

 رییدر طول تغ یتوان عیو بر اساس تابع توز کندیم یرویمواد پ

تغییرات ناچیز در مواد  هم چنین ضریب پواسون به علت .کندیم

توزیع خواص ماده  نی؛ بنابراشودیم نظر گرفتهمهندسی ثابت در 

 توانیممدرج تابعی شامل ضریب ارتجاعی و جرم واحد حجم را 

 زیر بیان نمود. صورتبه

 

(1) 

 

E(x) = EZ + (EA − EZ) (
x

L
)
m

 

 

(2) 

 

ρ(x) = ρZ + (ρA − ρZ) (
x

L
)
m

 

 

𝑚  ثبت و حقیقی است که شاخص ناهمگنی ماده نام عددی م

دارد. ضریب مذکور، چگونگی ترکیب کسر حجمی سرامیک و 

. با افزایش کندیمآلومینیوم را در امتداد طول عضو مشخص 

یممقدار شاخص مذکور، میزان سرامیک در ترکیب افزایش پیدا 

 بازة. توصیه شده است که مقدار آن در کند
1
  3
3

m  در نظر

ب به خواص فلز و به ترتی 𝑍و 𝐴گرفته شود. زیر نویس های 

الی و چگضریب ارتجاعی کند و مقدار مرتبط با سرامیک اشاره می

 [.17]یک به صورت زیر است هر

 

(3) 

 

Zro2 . EZ = 200Gpa . ρZ = 5700
kg

m3
 

Al . EA = 70Gpa . ρA = 2702
kg

m3
 

ی در جهت طول یتابع ،مادهسی مقطع و مساحت مقطع ممان اینر

 رییتغ یینماصورت تابعبه خواص نیبا فرض آن که اهستند و 

 .شوندیدر نظر گرفته م ریصورت زکنند، به
 

(4) 
 

I(x) = I0e
ax
L   

 

 
1 Hamilton 

(5) A(x) = A0e
ax
L  

 

رتیب به ت 𝐴0و  𝐼0طول عضو،  𝐿ضریب مثبت،  𝑎فوق  رابطةدر 

 [. 22ممان اینرسی و مساحت مقطع بزرگتر در ابتدای تیر هستند]

 

 روش یحرکت بر مبنا لیفرانسیاستخراج معادله د -2-2

  1لتونیهم
 

 موعهمج متشکله معادله لتونیهم روش از استفاده با بخش نیا در

 یبرا لتونیهم اصل دیبا منظور نیبد. گرددیم استخراج موردنظر

 واحد در ینرسی)ا از یناش لیپتانس و یجخار ،یجنبش یکارها

 نوشته( ستون یکرنش یانرژ و یمحور کمانش بار ستون، طول

 .شود

 .باشندیم برقرار لیذ یهاهیفرض ،یبرنول - اولر ریت یتئور مطابق

 یباق مسطح شکل رییتغ از بعد یتابع مدرج ریت مقطع سطح( الف

𝑥لان پ رد مکان رییتغ کی یدارا ر،یت یعنی .ماند یم − 𝑧 کی و 

 است. 𝑦محور حول دوران

𝑥در پلان  یشکل برش رییو تغ یدوران ینرسی( از اثرات اب − 𝑧 

 .شودیصرف نظر م

 کوچک یایزوا هیفرض که یاگونه به بوده کوچک دوران هیزاو (ج

 یهادانیم یبرنول -اولر ریت یبرا بیترت نیبد .است صادق

 .[31] گرددیم فیتعر ریز صورت به ییجابجا
 

(6)  ϕ(x. z. t) = −z
∂u(x. t)

∂x
 

(7)  u(x. z. t) = u(x. t) 
 

 بیبه ترت 𝑧و  𝑥 یگردد که محور هایفوق فرض م یرابطه در

اندازه  یتار خنث به نسبت 𝑧 در جهت طول و ضخامت هستند و

 است. ریت یعرض ییجایمعرف جا 𝑢 شود.یم یریگ

 ریز یرابطه صورت به یعرض ییجابجا حسب بر یعرض کرنش

 .شودیم نوشته
 

(8)  
εxx = −z

∂2u(x. t)

∂x2
 

(۹)  εzz(x. z) = γxz(x. z) = 0 

𝜀 (8)ه رابط در
𝑥𝑥

 است. ریشده در ت جادیکرنش نرمال ا انگریب 

 یرژان از یناش کاردر  رییتغ رات،ییاستفاده از اصل حساب تغ با

 .شودیم انیب ریز صورت به یکرنش
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(10)  

 
 
 

δU = ∫

[
 
 
 
 

∫∫ σxxδεxx

A

0

L

0

dAdx

]
 
 
 
 

tf

0

dt 

 هوک قانون مطابق کرنش-تنش روابطاست.  ییزمان نها 𝑡𝑓 که

 .گرددیم فیتعر ریز صورت به
 

(11)  σxx = Eεxx 
 

-( و انتگرال10) یرابطه در( 11) و( 8) معادلات یگذاریجا با

( 12) یرابطه صورت به ریت یکرنش یانرژ جزء، به جزء یریگ

 .شودیم انیب
 

(12)  

δU = −∫ [∫ E(𝑥)I(x)
∂2u

∂x2

L

0

δ
∂2u

∂x2
dx] dt

tf

0

= ∫ {
∂

∂t
(E(x)I(x)

∂2u

∂x2)δu
tf

0

− E(x)I(x)
∂2u

∂x2
δ(

∂u

∂t
)}

0

L

dt

− ∫ [∫
∂2

∂x2
(E(x)I(x)

∂2u

∂x2
)

L

0

δudx] dt
tf

0

 

 

 ریصورت زدر طول واحد ستون به ینرسیاز ا یاشن یجنبش کار

 .شودینوشته م
 

(13)  T = ∫ [∫
1

2

tf

0

ρ(x)A(x)(
∂u

∂t
)2dt] dx

L

0

 

 

 رییتغ جزء، به جزء یریگانتگرال و راتییعملگر تغ اعمال با

 .دیآیم دستبه  ریبه صورت رابطة ز یجنبش یانرژدر 
 

(14)  

δT

= ∫ ρ(x)A(x) [
∂u

∂t
δu]

0

tf

dx
L

0

− ∫ [∫ ρ(x)A(x)
∂2u

∂t2
δudt

tf

0

] dx
L

0

 

 

 انیب ریصورت زبه یبار کمانش محور یخارج یرویاز ن یناش کار

 .شودیم
 

(51)  

V

= −∫ [∫
1

2
(Ps

L

0

tf

0

+ Pd cos(Ωt))(
∂u

∂x
)2 dx] dt 

در  رییتغ جزء، به جزء یریگانتگرال و راتییعملگر تغ اعمال با

 .شودیم ارائه ریز صورت به یمحور کمانش بار از یناش کار
 

(61)  
δV = −∫ (Ps + Pd cos(Ωt)) [

∂u

∂x
δu]

0

L

dt
tf

0

 

+∫ [∫ (Ps + Pd cos(Ωt))
∂2u

∂x2
δu

tf

0

dt] dx
L

0

 

 

 بیضر ریمتغ معرف بیترت به Ω و Ps و Pd ،(16) هرابط در

 .ستا کیتحر فرکانس و یکیاستات بار بیضر ،یکینامید بار

 طیو اعمال شرا یانرژ یبقا اصل و راتییتغ حساب از استفاده با

 :شوندیم جهینت ریز وابطر ،یو زمان یعیطب یمرز
 

(71)  

δπ = δT − δU − δV

= −∫ ∫ [
∂2

∂x2 (E(x)I(x)
∂2u

∂x2)
L

0

tf

0

+ ρ(x)A(x)
∂2u

∂t2
+ (Ps

+ Pd cos(Ωt))
∂2u

∂x2
]δudxdt

+ ∫ ρ(x)A(x) [
∂u

∂t
δu]

0

tf

dx
L

0

− ∫ {
∂

∂t
(E(x)I(x)

∂2u

∂x2) δu
tf

0

− E(x)I(x)
∂2u

∂x2
δ (

∂u

∂t
)}

0

L

dt

+ ∫ (Ps + Pd cos(Ωt)) [
∂u

∂x
δu]

0

L

dt
tf

0

= 0 
 

ر بخش اول معادله ( شامل دو بخش است. د17) معادله نیبنابرا

مسئله  یمرز طیحاکم بر عضو و در بخش دوم شرا لیفرانسید

 – رداریبه نوع آن )گمسئله باتوجه  طیاستخراج شده است. شرا

 لیفرانسید معادله. شودی( در تابع شکل اعمال میمفصل –آزاد 

 :باشدیم ریز رابطه طبق
 

 
 

(81)  
 

∂2

∂x2 (E(x)I(x)
∂2u

∂x2) + ρ(x)A(x)
∂2u

∂t2

+ (Ps + Pd cos(Ωt))
∂2u

∂x2

= 0 
 

( 14(، )12روابط )  در یزمان و یهندس یمرز طیشرا معادلات

 مثال طور به ؛شوندیارضاء م ریت ییانتها طیشرا به توجه با( 16و )
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 طیشرا یبرا ریز روابط طبق( 1)شکل ییساده انتها گاههیبا دو تک

 :اندشده حاصل یزمانو  یمرز
 

 

 

(۹1)  

 

M(x = 0) =
∂2u(0. t)

∂x2
= 0  

 M(x = L) =
∂2u(L. t)

∂x2
 

 u(0. t) = u(L. t) = u(x. 0) = u(x. tf) = 0  
 

مقطع متغیر و مصالح مدرج  معادله دیفرانسیل تیر با -2-3

 تابعی 
 

واحد  جرم در ،یکرنش یموردنظر با اثر انرژ ریت لیفرانسید معادله

صورت به لتونیروش هم یبر مبنا یکینامید یطول و بارمحور

.𝑢(𝑥. شودیم انیب ریز 𝑡) موردنظر است. ریت یجانب زیبرابر با خ 
 

 

(20) 

∂2

∂x2 (E(x)I(x)
∂2u

∂x2) + ρ(x)A(x) (
∂2u

∂t2
) 

+(Ps + Pd cos(Ωt) (
∂2u

∂x2) = 0 

 

Pرابطة  = Ps + Pd cos(Ωt) شود.رت زیر بیان میبه صو 
 

(21) P = η + μ cos(Ωt) 
 

ηرابطة فوق  در =
Ps

Pcr
 ،μ =

Ps

Pcr
 است.  

 μ  وη وPd  وPs  وPcr  باربه ترتیب معرف متغیر ضریب 

بار ، ضریب بعدیب، ضریب بار استاتیکی بعدیبی کینامید

 ستاتیکی و ظرفیت بار کمانشی است.دینامیکی، ضریب بار ا
 

(22) u(x. t) = w(x) × T(t) 
 

.u(xی جانب زیخپارامتر  t)  ،تیر مطابق اصل جداسازی متغیرها

امتر پار) T(t)پارامتر تابع شکل( در )  w(x)به صورت ضرب

 شود.گرفته می تابع زمانی( در نظر

 (، معادله20در معادلة ) (22)و  (21) هایبا جایگذاری معادله

 شود.می حاصلزیر 

 
(23) 

E(x)I(x)
d4w

dx4
T(t) 

+ρ(x)A(x)w(x) (
d2T(t)

dt2
) 

+Pcr(η + μ cos(Ωt)) (
d2w

dx2
)T(t) = 0 

 

 حل معادله با روش ریتز -2-4

( ارائه شد. در این بخش 8در بخش قبل معادله حاکم بر مجموعه )

یمادله مذکور بررسی ریتز مع نیمه تحلیلیبا استفاده از روش 

. بدین منظور لازم است که ابتدا شکل ضعیف معادله تشکیل شود

چبیشف برای ی اچندجملهی هایسربعدی، از  در گامشود. 

 . گردندیمی عضو استفاده هاسیماتراستخراج 

 

 شده معادله متشکله شکل ضعیف -2-5
 

ده ادر پژوهش حاضر از روش ریتز برای حل معادله متشکله استف

.R(x. در این روش، تابع باقیمانده شودیم t) تابع وزنی  در

v(x. t) پاسخ . شودگیری میضرب شده و از حاصل آن انتگرال

تابع وزن رابطه دراین. شودصورت معادله نمایش داده میبه

v(x. t)  است که باید نسبت بهx .حداقل دوبارمشتق پذیر باشد 
 

 

(24) 

∫ v(x. t)
L

0

R(x. t)dx 

R(x. t) = E(x)I(x)
d4w(x)

dx4
T(t) 

+ρ(x)A(x)w(x) (
d2T(t)

dt2
) 

+Pcr(η + μ cos(Ωt)) (
d2w(x)

dx2 )T(t) 

 

 رتبهم ودگیری جز به جز گردیده تا ( دو بار انتگرال24معادله )

مبادله گردد و دو مرتبه مشتق  v(x)گیری با تابع وزن مشتق

شکل  باقی بماند. در نهایت w(x)گیری روی متغیر وابسته 

 معادله به شکل رابطه زیر محاسبه می شود.  ضعیف

 

 

(25) 

Ψ = ∫ [E(x)I(x)(
d2v

dx2

L

0

) (
d2w

dx2 )T(t) 

−Pcr (η + μ cos(Ωt)) (
dv

dx
) (

dw

dx
))T(t) 

+ρ(x)A(x)w(x)v(x) (
d2T

dt2
)]dx = 0 

 

 

 . دهدیمرا نشان ( 24) رابطةشکل ضعیف ( 25رابطه )

( باید معادله تغییر مکان عرضی را حدس 25برای حل معادله )

یسراز  حاضر مقالةشرایط مرزی را ارضا کند. در  کهیطوربهزد 

تابع تغییر مکان عرضی  عنوانبهی چبیشف اچندجملهی ها

 .شودیماستفاده 
 

  
(26) w(x) = f(x)∑CjAj−1

n

j=1

(x) 
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f(x) = ∏(xm − x)n2

n1

m=1

 

 

 n1تعداد جملات سری،   nماتریس بردار ویژه،  Cj رابطهنیدرا

ام از  mفاصله ی تکیه گاه  xmتعداد تکیه گاه ها در طول تیر، 

برای n2پارامتری وابسته به نوع تکیه گاه است.  n2ابتدای تیر و 

n2تکیه گاه ساده  = n2، تکیه گاه گیردار 1 =  هیتک یبراو  2

n2 0گاه آزاد  [.14است ] =
 

(27) 
A0(x) = L  

 A1(x) = x 

(28) Aj+1 = 2xAj(x) − Aj−1(x) 

 

است. جملات بالاتر  𝑥ی بازگشتی بر حسب ارابطه(، 28) رابطة

 .شوندیمبر حسب جملات قبلی محاسبه 

 تغییر مکان عرضی در نظر گرفتهنیز برابر تابع  v(x)تابع وزن 

 شود.می
 

(2۹) v(x) = ∏(xm − x)n2

n1

m=1

∑CjAj−1

n

j=1

(x) 

 

 .شودیمزیر بیان  رابطة صورتبهروش ریتز 
 

(30) 
∂Ψ

∂cj
= 0 

 

( و با استفاده از 25) رابطة( در 2۹و  26ی روابط )گذاریجابا 

 صورتبه سفتیی هاسیماتر(، در نهایت 30ویژگی روش ریتز )

 .شوندیمزیر نوشته  رابطة
 

 

 

(31) 

Kij(S) = ∫ E(x)I(x) (
d2vi

dx2 )(
d2wj

dx2 )
L

0

dx 

Kij(G) = ∫ (
dvi

dx
)(

dwj

dx
)dx

L

0

 

Mij = ∫ (ρ(x)A(x))
L

0

viwjdx 

 

به ترتیب معرف ماتریس  Mijو   Kij(G) وKij(S) ( 31) رابطةدر 

-و ماتریس جرم تیر می هندسی سفتی، ماتریس مصالح سفتی

 باشد. 
 

 

(32) 
[M]T(t)̈ + ([Ks] − (η

+ μ cos(Ωt))Pcr[Kg])T(t)

= 0 

(، در نهایت معادله هدف 25) رابطة( در 31) رابطةی گذاریجابا 

عنوان بولوتین به معادلةاز  .شودیم( نوشته 32) رابطة صورتبه

یداری دینامیکی تیر استفاده تابع پیشنهادی برای بررسی پا

ضرایب  bkو  akمعرف فرکانس تحریک و  Ωدر رابطة زیر  .شودمی

 [.6]بسط هستند 
  

 (33) T(t) = ∑ [ak sin (
kΩt

2
) + bkcos (

kΩt

2
)]

∞

k=1.3…

 

 

 رابطةو در نهایت  شودیمی گذاریجا( 32( در معادله )33) رابطة

 [.25]شودیمن زیر بیا صورتبه موردنظر
 

(34) ([KS] − Pcr (η ±
μ

2
) [KG] −

Ω2

4
[M]){𝑐}

= 0 
 

برای محاسبه مقدار ضریب بار  موردنظر رابطة(، 34) رابطة

است. رابطه مذکور از نوع مقدار ویژه است. برای  بعدیبدینامیکی 

  استفاده شود. نیمه تحلیلیی ابیشهیری هاروشحل لازم است از 
 

(35) |[KS] − Pcr (η ±
μ

2
) [KG] −

Ω2

4
[M]| = 0 

 

صفر منظور  μ( اثر ضریب بار دینامیکی 35چنانچه در رابطه )

به  ی استاتیکی تیربارکمانشبرای محاسبه  موردنظر رابطةگردد. 

 .دیآیمدست 
 

(36) |KS − PcrKG| = 0 
 

له عاد( به جای تابع پیشنهادی بولوتین از م32چنانچه در رابطه )

(، 38ی )( بعنوان پاسخ هارمونیک تیر استفاده شود. معادله37)

 برای محاسبه فرکانس طبیعی تیر می باشد. بدست آمدهی رابطه

 
(37) T(t) = eiωt 
 
(38) |KS − ω2M| = 0 

 

یماستفاده  متغیرهاازی سدبعیبی روابط از سازسادهبرای 

Pcr و Ω̅ . شود
 عد،بیب رف فرکانس تحریکبه ترتیب مع ϖو  ̅̅̅̅

 ند.هست بعدو فرکانس طبیعی بی ضریب بارکمانشی بی بعد
 

 

 

(3۹) 

 

 

Ω̅ = Ω√
ρZA0L

4

EZI0
  .  Pcr

̅̅ ̅̅ =
PcrL

2

EZI0
   

 

 ϖ = ω√
ρZA0L

4

EZI0
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 نتایج و بحث-3
 

محاسبه مقدار ضریب بار  برای موردنظررابطه ( 35) رابطة

فوق یک معادله با مقادیر ویژه  رابطةاست.  μ بعدیبدینامیکی 

 بعدیباست. برای حل این معادله لازم مقدار ضریب بار دینامیکی 

ی شود. بدین ابیشهیری مقادیر مختلف فرکانس تحریک ازابه

. برای شودیمی مولر برای حل استفاده ابیشهیرمنظور از روش 

بر معادله  بعدیبمقادیر فرکانس تحریک  ریتأثی ابیشهیدر ردقت 

 . شودیمبررسی  01/0متشکله با گام 

که اشاره گردید از روش ریتز برای محاسبه تابع  طورهمان

، معادله تا هاپاسخجهت همگرای . شودیمشکل معادله استفاده 

 لهیوسبهتمامی مراحل فوق  .شودیمجملات دهم بررسی 

ر گام اول، مقدار د .شودیمانجام  متلب افزارنرمدر  یسیکدنو

. به این صورت که باید گرددیمی استاتیکی محاسبه بارکمانش

ی مطابق رابطه Pcrی بارکمانشبرابر صفر لحاظ شود و  μ ضریب

( محاسبه شود. بر مبنای بار کمانشی، مقادیر ضریب بار 35)

تحریک مختلف ریشه نس های به ازای فرکا μدینامیکی بی بعد 

 شود. یابی می

. شودیم( فرض 1جدول ) صورتبهمشخصات مکانیکی تیر 

مقطع  ری، تأثدر ادامه با لحاظ مشخصات مکانیکی مذکور برای تیر

بررسی  بعدیبی کینامیبار دمتغیر با مصالح مدرج تابعی بر ضریب 

 .شودیم
 

 مشخصات تیر 1جدول 

L طول تیر = 1000 mm 

b عرض مقطع = 200 mm 

h ارتفاع مقطع = 100 mm 

A0 مساحت ابتدایی مقطع = 2 ∗ 104 mm2 

I0 ممان اینرسی ابتدایی مقطع
= 16.667 ∗ 10−6 mm4 

𝜂 بعدیبضریب بار استاتیکی  =
1

2
 

 
 سنجی نتایج صحت -3-1
 

یسه مقانخست برای صحت سنجی نتایج حاصل از این پژوهش، به 

ی ارائه شده توسط محققین هامدلنتایج مدل پیشنهادی با 

که بیان شد، در بخشی کتاب از وانگ  طورهمان. شودیمپرداخته 

ی بررسی شده است. منشور ریغپایداری تیرهای الاستیک  [4]

ایشان با حل تحلیلی معادله دیفرانسیل متشکله، پاسخ دقیقی 

ی پارامترها محاسبة. اندهکردی ارائه بارکمانشبرای محاسبه 

اضر و ح مقالةفصل مشترک  عنوانبهاستاتیکی  بعدیبی بارکمانش

ور، از نتایج این تحقیق . بدین منظشودیمتحقیقات نامبرده تلقی 

 .شودیمحاضر استفاده  مقالةسنجی برای صحت

 
 

 ع متغیر تحت شرایط مرزی مختلف برای تیری با مقط بعدو فرکانس طبیعی بی بعدیببارکمانشی  مقادیر 2جدول 
 

 شرایط مرزی  

 

a 

)ضریب تغییرات 

 سطح مقطع(

وانگ، وانگ 

[4] 
 نتایج جدید

سلطانی 

[17] 
 نتایج جدید

Pcr
̅̅̅̅  

Pcr
̅̅̅̅  

ϖ 
ϖ 

3=n 5=n 10=n 3=n 5=n 10=n 

 دو سر ساده

5/0- 634/7 672/7 635/7 643/7 845/۹ 857/۹ 845/۹ 845/۹ 

1- 827/5 ۹28/5 827/5 827/5 773/۹ 810/۹ 773/۹ 773/۹ 

5/1- 38۹/4 546/4 38۹/4 38۹/4 653/۹ 728/۹ 653/۹ 653/۹ 

 0 870/۹ 000/12 875/۹ 870/۹ 870/۹ 872/۹ 870/۹ 870/۹ 

 آزاد –گیردار 

5/0- 110/2 112/2 112/2 110/2     

1- 782/1 784/1 782/1 782/1     

5/1- 480/1 487/1 480/1 480/1     

 –گیردار 

 ساده

5/0- 640/15 656/15 640/15 640/15     

1- ۹۹0/11 013/12 ۹8۹/11 ۹۹0/11     

5/1- 0۹8/۹ 1۹7/۹ 0۹8/۹ 0۹8/۹     

Δ
max

 % - - 08/1 0۹/0 0 - 77/0 0 0 
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برای تیری با مقطع  بعدیبی بارکمانشمقادیر  (،2مطابق جدول )
. برای افزایش شودیمتحت  شرایط مرزی مختلف محاسبه متغیر 

یمجمله بررسی  10ی ازابهدقت در محاسبات، معادله متشکله 
. با انتخاب جملات مراتب بالاتر مشخص است که مقادیر این شود

هم  .شودیمی  پیشین منطبق  مقالةحاضر با  مقالةپارامتر در 
ر نیز دبعد (، مقادیر فرکانس طبیعی بی2ل )چنین مطابق جدو

تیر با مقطع متغیر برای شرایط مرزی دو سر ساده محاسبه 
بعد در روش شود. مشخص است مقادیر فرکانس طبیعی بیمی

[ تطابق قابل قبولی 17حاضر و پژوهش سلطانی و عسگریان ]

در بخشی دیگر از صحت سنجی، نتایج تحقیق حاضر با  دارد.
که بیان  طورهمان. شودیممقایسه  [6]بولوتین وهش نتایج پژ

شد. در بخشی از کتاب بولوتین، پایداری دینامیکی تیری 
منشوری تنها با اثر جرم در واحد طول به روش تحلیلی بررسی 

 لیفرانسیدشده است. محقق از روش تحلیلی برای حل معادله 
ایداری در پژوهش حاضر، پ کهیدرحالحاکم استفاده کرده است. 

ی ساخته شده از مواد مدرج منشور ریغدینامیکی تیر غیرمحلی 
حت شود. برای صتابعی تحت بار متناوب به روش ریتز بررسی می

ی شورمن ریغسنجی پژوهش حاضر با مدل بولوتین باید اثر مقطع 
 شود و رفتار دینامیکی تیریو مصالح مدرج تابعی نادیده گرفته 

 مفصلی( و –یط )مرزی مفصلیی شراازابهمنشوری تنها 

η =  (2)شکل شود. ( بررسی بعدیب)ضریب بار استاتیکی   0
-تیری  مفصلی بعدیبنمودار تغییرات ضریب بار دینامیکی 

مفصلی را برحسب نسبت فرکانسی )فرکانس تحریک به فرکانس 
برای  را (40) رابطة. محقق دهدیمنمایش  بعدیبطبیعی( 

برحسب نسبت فرکانسی  بعدیبیکی محاسبه ضریب بار دینام

 ، پارامتری مربوط به مود فرکانس است(.k) ارائه کرده است.
 

(40) 
 

Ω

2ωk
=

√1 ± μ

k
 

 

 برحسب بعدیبتغییرات ضریب بار دینامیکی  (2) شکلدر 
 مفصلی –تیری با شرایط مرزی مفصلی  بعدیبنسبت فرکانسی 

 کلش به . باتوجهشودیم تنها با اثر جرم واحد طول ترسیم
فرکانس تحریک به  بعدیباگر مقدار نسبت . شودیممشخص 

فرکانس طبیعی مود اول برابر 
Ω

2ωk
= باشد. در این صورت  1

ضریب پایداری دینامیکی برابر صفر است. این وضعیت که 
چار وضعیت وضعیت تشدید نام دارد. در این حالت، مجموعه د

انسی سبت فرکگردد. در صورتیکه مقدار نی میناپایداری دینامیک
عد بار دینامیکی بی ب بعد برای صفر لحاظ گردد. مقدار ضریببی

مبین این است که نتایج تحقیق حاضر  (2شکل )گردد. می 1برابر 

 با نتایج تحقیق پیشین هم خوانی دارد.

 
سب نسبت فرکانس بر ح بعدیبضریب بار دینامیکی  راتییتغ 2شکل 

 بعدیبتحریک به فرکانس طبیعی مود اول 

 

بر  𝐚 و مقطع متغیر  𝐦مصالح مدرج تابعی  ریتأث -3-2

 𝛍  بعدیبی کینامیبار دضریب 
 

 ریو مقطع متغ یزمان مصالح مدرج تابعهم ریبخش، تأث نیدر ا

مختلف  یمرز طیبا شرا یریت بعدیب یکینامیبار د بیبر ضر

 یس( برریمفصل -ی مفصل) (،مفصلی – رداریگ، )(دآزا – رداریگ)

 یهاحالت یدر تمام η بعدیب یکیبار استات بیمقدار ضر .شودیم

 1، 5/1، 2)  یهاحالت در زین 𝑎 بیضر قدارم 5/0 مختلف برابر

، 2) یهادر حالت زین m ی( و مقدار پارامتر توان ماده تابع5/0و 

 . شودی( فرض م0و  1
 

 
برحسب فرکانس  بعدیبدینامیکی  بار بیضر اترییتغ 3شکل 

 ریغمواد مدرج تابعی و مقطع   ازتیری ساخته شده  بعدیب کیتحر
mی با شرایط مرزی دوسر مفصلی، منشور = 0 



 مکانیکنشریه مهندسی                                امیرحسین طاهرخانی و مجید امین افشار                                                                                          

 

3۹ 

 
 

 
 کیبرحسب فرکانس تحر بعدیبدینامیکی  بار بیضر راتییتغ 4شکل

 یمنشور ریغمواد مدرج تابعی و مقطع   ازتیری ساخته شده  بعدیب
mبا شرایط مرزی دوسر مفصلی،  = 1 

 

 
 کیبرحسب فرکانس تحر بعدیبدینامیکی  بار بیضر راتییتغ 5شکل

 یمنشور ریغمواد مدرج تابعی و مقطع   ازتیری ساخته شده  بعدیب
mبا شرایط مرزی دوسر مفصلی،  = 2 

 

مشخص است که تغییرات  (5( و )4(، )3) هایشکل بامطابق 

در  بعدیببر حسب فرکانس تحریک  دبعیبی کینامیبار دضریب 

 ةنقطقدرمطلقی است. در  تابع صورتبهی مختلف هاحالتتمام 

ر است. ی برابر صفکینامیبار دتکینی( مقدار ضریب  نقطةخاصی )

خاص در بحث پایداری، فرکانس تشدید نام دارد. در  نقطةاین 

اگر  .گرددیمواقع تیر تحت باری با مقدار فرکانس تشدید ناپایدار 

ی در نظر گرفته شود. با سر مفصلی دو گاههیتکشرایط مرزی 

، تغییرات a تغییرات سطح مقطع و ممان اینرسیافزایش ضریب 

به  بعدیببر حسب فرکانس تحریک  بعدیبضریب بار دینامیکی 

. در واقع افزایش پارامتر مذکور شودیمسمت چپ محور منتقل 

کاهش صلبیت  د؛شویممنجر به کاهش صلبیت خمشی تیر 

ی مقدار ازابهکه فرکانس تشدید  شودیمخمشی سبب 

از طرفی افزایش پارامتر توان ماده تابعی  ی رخ دهد.ترکوچک

m  به  بعدیبی کینامیبار دکه تغییرات ضریب  شودیمنیز منجر

پارامتر مذکور،  سمت راست محور منتقل شود. در واقع با افزایش

ی تابعی افزایش ر طرح اختلاط مادهک )زیرکونیا( دمیزان سرامی

ه شود. بی سازنده میماده و این منجر به افزایش سفتی شودیم

 mهمین دلیل تغییرات ضریب بار دینامیکی با افزایش پارامتر 

 .شودیمبه سمت راست متمایل 
 

 
 کیبرحسب فرکانس تحر بعدیبدینامیکی  بار بیضر راتییتغ 6شکل

ا ی بمنشور ریغمواد مدرج تابعی و مقطع  ازتیری ساخته شده  بعدیب
mمفصلی،  -شرایط مرزی گیردار  = 0 

 

 
 کیبرحسب فرکانس تحر بعدیبدینامیکی  بار بیضر راتییتغ 7شکل

 یمنشور ریغمواد مدرج تابعی و مقطع   ازتیری ساخته شده  بعدیب
m مفصلی، -با شرایط مرزی گیردار  = 1 
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 کیبرحسب فرکانس تحر بعدیبی دینامیک بار بیضر راتییتغ 8شکل

 یمنشور ریغمواد مدرج تابعی و مقطع   ازتیری ساخته شده  بعدیب
mمفصلی،  -با شرایط مرزی گیردار  = 2 
 

 
 کیبرحسب فرکانس تحر بعدیبدینامیکی  بار بیضر راتییتغ ۹شکل

  یمنشور ریغمواد مدرج تابعی و مقطع   ازتیری ساخته شده  بعدیب
mآزاد،  -گیردار  با شرایط مرزی = 0 

 

مشخص  (11( و )10(، )۹(، )8(، )7(، )6)های شکلمطابق با 

ش آزاد نیز افزای-مفصلی و گیردار-برای شرایط مرزی گیردار است

یک عامل کاهنده صلبیت خمشی محسوب  عنوانبه aپارامتر 

در  بعدیبی کینامیبار دشده و سبب انتقال تغییرات ضریب 

دلیل نیز به m. افزایش پارامتر شودیم ترکوچکی هافرکانس

ب ی تابعی، سباختلاط مادهافزایش خصوصیات زیرکونیا در طرح 

یمی به سمت راست محور کینامیبار دتغییرات ضریب انتقال 

 .شود

 
برحسب فرکانس  بعدیبدینامیکی  بار بیضر راتییتغ 10شکل

 ریغو مقطع  مواد مدرج تابعی  ازتیری ساخته شده  بعدیب کیتحر
m آزاد، -ی با شرایط مرزی گیردار منشور = 1 

 

 
برحسب فرکانس  بعدیبدینامیکی  بار بیضر راتییتغ 11شکل

 ریغمواد مدرج تابعی و مقطع   ازتیری ساخته شده  بعدیب کیتحر
mآزاد،  -ی با شرایط مرزی گیردار منشور = 2 

 

بار بر ضریب  ηدبعیبضریب بار استاتیکی  ریتأث -3-3

 μ بعدیبی کینامید
 

بار  بیبر ضر η بعدیب یکیبار استات بیضر ریبخش، تأث نیدر ا

، (آزاد-رداریگ) مختلف یمرز طیبا شرا یریت بعدیب یکینامید

مقدار  .شودیم یبررسمفصلی( -)مفصلی (،مفصلی-رداریگ)

 یمورد بررس یهاحالت یدر تمام بعدیب یکیبار استات بیضر
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مقدار و  𝑎(5/0)  بیمقدار ضر (0و  3/0 ،2/0 ،1/0) η مقدار

 .شودیفرض م (1/0) زین mپارامتر 
 

 
برحسب فرکانس  بعدیبدینامیکی  بار بیضر راتییتغ 12شکل

 ریغمواد مدرج تابعی و مقطع   ازتیری ساخته شده  بعدیب کیتحر
mی با شرایط مرزی دوسر مفصلی، منشور = 0 

 

 
برحسب فرکانس  بعدیبیکی دینام بار بیضر راتییتغ 13شکل

 ریغمواد مدرج تابعی و مقطع   ازتیری ساخته شده  بعدیب کیتحر
mی با شرایط مرزی دوسر مفصلی، منشور = 1 

 

ی گاههیتکاگر شرایط مرزی  (13و ) (12های )شکل بامطابق 

ی با افزایش ضریب بار استاتیک ،ی در نظر گرفته شودسر مفصلدو 

بر حسب فرکانس  بعدیبضریب بار دینامیکی ، تغییرات η بعدیب

. در واقع شودیمبه سمت چپ محور منتقل  بعدیبتحریک 

سبب کاهش  𝑎همانند ضریب  بعدیبافزایش ضریب بار استاتیکی 

تیر سبب انتقال تغییرات ضریب  سفتی. کاهش شودیمتیر  سفتی

ی ترکوچک بعدیببه سمت فرکانس تحریک  بعدیبی کینامیبار د

 شودیمنیز منجر  m.  مطابق حالت قبل، افزایش پارامتر شودیم

تیر به سمت راست محور  بعدیبی کینامیبار دکه تغییرات ضریب 

یمتیر  سفتیباعث افزایش  mافزایش پارامتر  زیرامنتقل شود. 

 .شود
 

 
برحسب فرکانس  بعدیبدینامیکی  بار بیضر راتییتغ 14شکل

 ریغمواد مدرج تابعی و مقطع   ازشده تیری ساخته  بعدیب کیتحر
mمفصلی،  -ی با شرایط مرزی گیردار منشور = 0 

 

 
برحسب فرکانس  بعدیبدینامیکی  بار بیضر راتییتغ 15شکل

 ریغمواد مدرج تابعی و مقطع   ازتیری ساخته شده  بعدیب کیتحر
mمفصلی،  -ی با شرایط مرزی گیردار منشور = 1 
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برحسب فرکانس  بعدیبینامیکی د بار بیضر راتییتغ16شکل

 ریغمواد مدرج تابعی و مقطع   ازتیری ساخته شده  بعدیب کیتحر
mآزاد،  -ی با شرایط مرزی گیردار منشور = 0 

 

 
برحسب فرکانس  بعدیبدینامیکی  بار بیضر راتییتغ 17شکل

 ریغمواد مدرج تابعی و مقطع   ازتیری ساخته شده  بعدیب کیتحر
m آزاد، -مرزی گیردار  ی با شرایطمنشور = 1 

 

اگر شرایط  (17(، و )16(، )15) ،(14) هایشکل با مطابق

آزاد در نظر گرفته شود. افزایش -رمفصلی یا گیردا-مرزی گیردار

تیر شده و همانند  سفتی، سبب کاهش بعدیبضریب استاتیکی 

به سمت  بعدیبی، تغییرات ضریب بار دینامیکی دوسر مفصلتیر 

در شرایط مرزی  است که ذکرقابل. شودیممنتقل  چپ محور

ی آزاد و دوسر مفصل-صلی در مقایسه با شرایط گیردارمف-گیردار

ی کینامیبار دبیشتر دارد. به همین دلیل تغییرات ضریب  سفتی

 . دهدیمرخ  بعدیببیشتری از فرکانس تحریک  بازةدر  بعدیب

 یریگجهینت-4
 

ریتز پایداری  نیمه تحلیلیروش  بر مبنایحاضر  مقالةدر 

ی ساخته شده از مواد مدرج تابعی تحت منشور ریغدینامیکی تیر 

بارمحوری متناوب بررسی شد. در گام اول، شکل ضعیف معادله 

ی سری چبیشف هاچند جملهدیفرانسیل حاکم نوشته شد. از 

تابع تغییر مکان عرضی و از سری فوریه )پیشنهادی  عنوانبه

تابع زمانی برای حل معادله استفاده گردید.  بر  عنوانبهبولوتین( 

 هندسی و ماتریس سفتیمصالح،  سفتیی هاسیماتر اساساین 

یر مقاد سفتیی هاسیماترجرم استخراج گردید. پس از استخراج 

( معادله بررسی شد. از تکنیک بعدیبویژه )ضریب بار دینامیکی 

اسبه متلب برای مح افزاررمنکدنویسی در  لهیوسبهی مولر ابیشهیر

رح به ش حاضرمقادیر ویژه استفاده گردید. خلاصه نتایج پژوهش 

 :ذیل است

  تغییرات سطح مقطع و ممان اینرسیافزایش ضریب 𝑎  در

تیر  سفتیتیر مدرج تابعی با مقطع متغیر نمایی سبب کاهش 

 رگذاراثتیر بر مسیر پایداری دینامیکی  سفتی. کاهش شودیم

به سمت  بعدیبی کینامیبار دباعث انتقال تغییرات ضریب بوده و 

ی دلیل وجود رابطهدر واقع به. شودیم ترکوچکی هافرکانس

مستقیم بین فرکانس طبیعی و سفتی سازه، با کاهش سفتی سازه 

یابد. از طرفی فرکانس تحریک کاهش می نیز فرکانس طبیعی

گردد. پس می ت مضربی از فرکانس طبیعی لحاظبه صوربعد بی

 بعدبی تحریککاهش سفتی سازه در نهایت به کاهش فرکانس 

انتقال تغییرات ضریب بار دینامیکی به سمت  سبب و شده منتج

 شود.میفرکانس های کوچکتر 

  توان ماده تابعیافزایش پارامتر m  در تیر مدرج تابعی با

ا تیرمی شود. بدین صورت که ب سفتیمقطع نمایی باعث افزایش 

)زیرکونیا( در طرح  درصد حضور سرامیک mافزایش پارامتر 

تابعی افزایش می یابد و این منجر به افزایش  یهاختلاط ماد

قال سبب انت سفتیی سازنده تیر می شود. افزایش ماده سفتی

ی هافرکانسبه سمت  بعدیبی کینامیبار دتغییرات ضریب 

ی مستقیم بین در واقع به دلیل وجود رابطه .شودیم تربزرگ

فرکانس طبیعی و سفتی سازه، با افزایش سفتی سازه فرکانس 

بعد به ابد. از طرفی فرکانس تحریک بییافزایش می نیز طبیعی

افزایش  ایننابربگردد. ت مضربی از فرکانس طبیعی لحاظ میصور

بعد منتج بی تحریکسفتی سازه در نهایت به افزایش فرکانس 

یرات ضریب بار دینامیکی به سمت شده و سبب انتقال تغی

 شود.فرکانس های بزرگتر می

  بعدیبضریب بار استاتیکی η بر  اثرگذاریک پارامتر  عنوانبه

تیر،  یسفتتیر است. افزایش این پارامتر به دلیل کاهش  سفتی
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به سمت  بعدیبی کینامیبار دباعث انتقال تغییرات ضریب 

ی دلیل وجود رابطهبه در واقع .شودیم ترکوچکی هافرکانس

ی سازه با کاهش سفت طبیعی و سفتی سازهمستقیم بین فرکانس 

یابد. از طرفی فرکانس تحریک کاهش می نیز فرکانس طبیعی

گردد. پس ت مضربی از فرکانس طبیعی لحاظ میبعد به صوربی

 عدببی تحریککاهش سفتی سازه در نهایت به کاهش فرکانس 

غییرات ضریب بار دینامیکی به سمت و سبب انتقال تمنتج شده 

 شود.های کوچکتر مینسفرکا

 یبعد است و میمقاله ب نیارائه شده در ا یهانمودار همه

 یمدرج تابع یرهایت یطراح یمهندسان برا یملاک طراح تواند

 .ردیقرار گ یکینامید یتحت بار محور
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