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 درجه آزادی 8ارتعاشی یک روتور با استفاده از مدل مطالعه رفتار 
 مقایسه با آزمون تجربی   جفکات و

 
ری از حل تحلیلی، عددی و تجربی محورهای دوار در مراحل طراحی، ساخت و عملیات، به منظور جلوگیچکیده: 

با  روتورستم باشد. در این پژوهش، تحلیل عددی و تجربی یک سیمیوقوع پدیده تشدید از اهمیت بالایی برخوردار 

تم با در نظر گیرد. استخراج معادلات حاکم بر سیسمیاستفاده از مدل هشت درجه آزادی جفکات مورد مطالعه قرار 

معرفی یک  ر، پس ازشود. بدین منظومیگرفتن اثرات ژیروسکوپی و جرم یاتاقان ها، با استفاده از روش لاگرانژ انجام 

آیند. سپس با میمدل برای سیستم، عبارت های انرژی کرنشی، جنبشی و اتلافی با توجه به شرایط مرزی بدست 

های طبیعی و نمودار کمپبل به منظور پیش بینی سرعت های بحرانی جایگذاری پارامترهای سیستم، فرکانس

، و نتایج تجربی ه با نتایج حل المان محدود )انسیس(شود. اعتبار سنجی مدل ارائه شده به وسیله مقایسمیاستخراج 

های طبیعی سصورت گرفته است. پس از آن، تاثیر پارامتر موقعیت قرارگیری دیسک نسبت به یاتاقان اول بر فرکان

نابالانسی  سیستم بررسی شده است. در انتها نمودار پاسخ فرکانسی سیستم تحت نابالانسی جرمی در فواصل مختلف

دهد تغییرات فاصله شود. نتایج نشان میمیشده و تاثیر پارامتر موقعیت قرارگیری دیسک بر روی آن بررسی ارائه 

 دهد.میفرکانس و قله تشدید سیستم را تحت تاثیر قرار  ،نابالانسی و موقعیت قرارگیری دیسک
 

 نابالانسی جرمی، نمودار کمپبل ،فرکانس های طبیعی ،مدل جفکاتروتور،  :های راهنماواژه
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Vibration behavior study of a rotor using Jeffcott's 8 

DOF model and comparing with the experimental test 

 
Abstract: Analytical, numerical, and experimental solution of the rotating system in the 

stages of design, construction, and operation is important in order to prevent resonance 

phenomenon. In this research, the numerical and experimental analysis of a rotor is studied 

using Jeffcatt’s 8 DOF model. The equations of motion by considering the gyroscopic 

effects and the mass of the bearings are formulated using the Lagrange method. After 

introducing a model of the system, the terms of potential, kinetic, and dissipation energy 

are obtained according to the boundary conditions. Then, by placing the system 

parameters, the natural frequencies of the system and the Campbell diagram have been 

obtained in order to predict the critical speeds. Validation of the presented model has been 

done by comparing with the results of Finite Element Solution (ANSYS) and approximate 

solution, and also percentage error of the first critical frequency compared to the 

experimental value is 15%. Then, the effect of changing the position of the disk from the 

first bearing on the natural frequencies of the system is studied. In the end, the system's 

frequency response is presented at the different unbalanced distances and the position of 

the disk. Observations show that changes in unbalanced distance and position of the disk 

can affect the frequency and resonance peak of the system. 
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 مقدمه -1

 

محورهای دوار در بسیاری از ماشین آلات از جمله موتورهای 

 هستند، دورانی ساختاردارای همگی ای بخار که هتوربینهوایی و 

 محورهای دواربا توجه به اهمیت  .گیرندمیمورد استفاده قرار 

ها، پیش بینی سرعت های  و کاربرد گسترده آن در صنعت

. بدین منظور باشدمیبحرانی و فرکانس های طبیعی آن ضروری 

باید فرآیند تحلیل عددی در طول مراحل طراحی، ساخت و 

تاریخچه مطالعات رفتار دینامیکی محورهای  عملیات انجام گیرد.

که لزوم بررسی  گردد، زمانیمی دوار به نیمه قرن نوزدهم بر

چیو  بالا در ماشین آلات صنعتی مطرح شد. سرعت های دورانی

ارتعاشات روتور به همراه دیسک و پره، با یک تا سه  ]1[و چن

دیسک دارای دو تا شش پره را مورد مطالعه قرار دادند. آنها 

گرانژ  و روش مودهای معادلات حرکت را با استفاده از روش لا

با استفاده از روش  [2]. خطیبی و همکارانفرضی بدست آوردند

اصلاح سفتی و جرم، شکل مودهای بدست آمده از روش تحلیل 

آنها به منظور بررسی دقیق این  ودال محیطی را میزان کردند.م

روش از سه نمونه مطالعاتی بهره بردند. ابتدا روش اصلاح جرم و 

سفتی را برای یک تیر یک سر گیردار که به صورت تئوری مدل 

شده بود پیاده کردند و توانستند شکل مودهای اول تیر را میزان 

با دو آزمون تجربی اجرا کردند.  همچنین آنها این روش را .کنند

آزمون اول مربوط به تیر یک سر گیردار و آزمون دوم مربوط به 

یک به بررسی  [3]لو و همکاران .یک صفحه یک سر گیردار بود

. دپرداختن روانکارگازی دارای هایسیستم روتور صلب با یاتاقان

خطی یک روتور جفکات را تحت ارتعاشات غیر [4]کویین

 [5]ابونو و همکاران. ینابالانسی های چرخشی بررسی کرد

تشدیدهای اولیه یک روتور جفکات افقی را مطالعه کردند. آنها 

تاثیر عوامل غیرخطی ناشی از نیروی بازگرداننده و گرانش را 

به تحلیل دینامیکی یک محور با  [6]. جورجیادسکردند بررسی

اثر  [7]. محمودی و همکارانسرعت زاویه ای متغیر پرداخت

تغییر شکل های بزرگ بر روی ارتعاشات یک محور دوار که از 

وانگ و  .کند را بررسی کردندمیسرعت بحرانی خود عبور 

به صورت عددی و تجربی مشخصه های ارتعاشی یک  [8]ژیانگ

عیب های ناهم  در نظر گرفتنروتور که شامل دو شفت را با 

وانگ و  .مورد مطالعه قرار دادندمحوری و نامیزانی جرمی 

جرم و ر ناهم محودارای رفتار دینامیکی دو روتور که   [9]گنگ

مورد تحلیل قرار دادند. این دو روتور که به را  بودند، نامیزانی

ند. به عنوان نتیجه، درجه آزادی مدل شد 6با  ل اندیکدیگر متص

در نامحوری  6xو  2x ،4xدر ناهم محوری موازی و  2xفرکانس 

مدل  کی [10]رکن آبادی و همکاران .زاویه ای مشاهده شده اند

 یبه منظور بررسرا آل  دهیبا منبع ا یرخطیاز روتور غ دیجد

را توسعه ثابت  ریغ یکار طیتحت شرا یچشیپ یارتعاشات عرض

و با شش درجه  کیبه صورت الاسترا روتور مورد نظر  آنها .دادند

 یزانیهمچون اندازه و فاز نام ییرهایمتغاثر و  یمدلساز یآزاد

سرعت  شیافزا یموتور بر رو یاز سو یو گشتاور احتمال یجرم

 ستمیس یبحران یور از سرعت هابع هیروتور در ناح یا هیزاو

 زانیبه م یزانیبا اضافه شدن نامدادند نشان آن ها . کردند یبررس

خود نخواهد  یبحران یروتور قادر به عبور از سرعت ها ،یزیناچ

 مناسب، جهت یلیمدل تحل یک [11]جمشیدی و همکاران .بود

متقارن و نامتقارن  روتورهای غیرخطی ارتعاشات بررسی رفتار

تحت نیروهای ناهم محوری و نامیزانی جرمی در دستگاه 

. برای تحلیل ارتعاشی دقیق تر، از تئوری دادندمختصات دوار ارائه 

تیر تیموشنکو و جهت مدل سازی نیروی ناهم محوری، از 

ریتز، _. با بکارگیری روش ریلیشده استمعادلات گیبنز استفاده 

نی روابط انرژی از یکدیگر جدا شده و متغیرهای مکانی و زما

سپس با بهره گیری از اصل همیلتون، معادلات حرکت بدست 

 عدم تقارندر این مطالعه، تاثیر هرکدام از عیوب آنها آمده اند. 

، نیروی ناهم محوری، نامیزانی جرمی و همچنین یمحور

. کردندروی رفتار دینامیکی روتور بررسی را های غیرخطی، جمله

روتور انعطاف  یرخطیارتعاشات غ [12]رزادگان و همکارانامی

 ند.ورد بررسی قرار دادم یبحران یعبور از سرعت ها نیح را ریپذ

آزادی استخراج شده  ةدرج 6 به صورت معادلات حرکت  روتور 

 نشان آنها .اند حل شده محدود المان روش و سپس با استفاده از

 دامنه شیتواند باعث افزامیروتور  یزانینام زانیم شیافزادادند، 

روتور و  یسرعت دوران شیاز افزا یریو جلوگ ،یارتعاشات جانب

 [13]کروز و همکاران .شود یبحران یعدم عبور از سرعت ها تاینها

ارتعاش  یهادهیپد ینیبشیپبه منظور محدود را  المانمدل  کی

)هفت مرحله( با عدم تعادل،  یااز روتور چند مرحله یناش یجانب

آنها  جینتا .کردند شنهادیپ یروسکوپیو ژ ییرایاز جمله اثرات م

 یبحران یهاسرعت ،با در نظر گرفتن اثرات عدم تعادل نشان داد

کیم و  .کنندیحرکت م ترنییپا یهابه سمت فرکانس

 بررسیرا به منظور  یرخطیغ یکینامیمدل د کی [14]همکاران

که در  دادند شنهادیپ یبا حرکت چرخش پره-روتور ستمیس کی

 یرهایبه عنوان روتور جفکات و ت بیها به ترتآن روتور صلب و پره

های  افزایش سفتی پره . اثراتشده اند یسازمدل یبرنول-لریاو

محوری شکل ها  رییاز تغ یبیترک یا با استفاده از مجموعهرا دوار 

 یرخطیغ یکینامید یهاپاسخآنها . تنددر نظر گرف و شعاعی

حرکت  یبرا یعیطب یهابر حسب فرکانس پره-روتور ستمیس

 یلیروش تحل یک [15]ایزا و همکاران .بررسی کردند یچرخش

المان  و ترکیب دینامیک چند جسمی استفاده ازبا  را دیجد

https://civilica.com/search/paper/k-%D8%A7%D8%B1%D8%AA%D8%B9%D8%A7%D8%B4%D8%A7%D8%AA%20%D8%BA%DB%8C%D8%B1%D8%AE%D8%B7%DB%8C/
https://civilica.com/search/paper/k-%D8%B1%D9%88%D8%B4%20%D8%A7%D8%AC%D8%B2%D8%A7%DB%8C%20%D9%85%D8%AD%D8%AF%D9%88%D8%AF/
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ی یک چشیو پ یارتعاش جانب یساز هیبه منظور شب محدود

ارتعاش  تواندیم یشنهادیروش پ نیا .دادندارائه سیستم روتور 

 تک روتورارتعاش  یهایژگیو ریسا نیو همچن یچشیو پ یجانب

مختلف  یمرکزخروج از و  یچرخش یهارا تحت سرعت

ارتعاشات  [16]الصالح و همکاران .کند لیو تحل یسازهیشب

 نیکه در چند دارای نامیزانی روتور جفکات ستمیس کی یجانب

مورد  و تجربی یبه صورت تئور را کند،یکار م میزانینا طیشرا

را  روتور جفکات ستمیس [17]جیا و همکاران .قرار دادند مطالعه

 یپارامترها فیتوص یبرا یاحتمال ریمدل غ کی با استفاده از

، روش شفیتابع بسط چب ی. با معرفبررسی کردند نامشخص

 به منظوراین روش  س از. سپرا مطرح کردند شفیمحدب چب

 بیترت هبها  اتاقانی یتفکه جرم و س یزمان ،محاسبه پاسخ روتور

و  یعدد جینتا .کردندنامشخص هستند، استفاده  یپارامترها

کردن  یکمّ یبرا یشنهادیکه روش پ ددانشان آنها  یتجرب

روتور جفکات معتبر و مؤثر  ستمینامشخص س یپارامترها

آب بندی  یکینامیمدل د کی [18]وی و همکاران .[17]باشدمی

 تاثیرات آن ها  .ندتوسعه دادجفکات را  یعمود براش روتور شده

جرم روتور،  ،یمانند سرعت دوران یاتیو عمل یساختار یپارامترها

 یکینامیبر رفتار د را ستمیس ییرایو مآب بندی ها فاصله نصب 

که دامنه  دادنشان  جینتا .کردند لیتحل یعمود ستمیس یرخطیغ

ی روتور افق ستمیس کیکمتر از  یودروتور عم ستمیس کی

 یداریپا شیکاهش جرم روتور باعث افزا و همچنین باشدمی

مدل  کی [19]و همکاران آبادی رکن .شودمیروتور  ستمیس

که از  یرخطیروتور غ یاهیشتاب زاو یبررس ه منظورب دیجد

 کند،یثابت عبور م ریغ یاتیعمل طیدر شرا یبحران یهاسرعت

اثرات  و با لحاظ کردن  کیالاستبه صورت . روتور دادند توسعه

. گردیدمدل  ی یاتاقان هاریو انعطاف پذ یرخطیغ ینرسیا

حرکت با استفاده از روش لاگرانژ به دست  یرخطیمعادلات غ

 ییاثرات پارامترهاآن ها . دمحدود حل ش المانآمده و با روش 

 شیگاه ها بر افزا هیتک یتفو س ییرایمانند خروج از مرکز شفت، م

 .گرفتند در نظر یروتور در عبور از سرعت بحران یا هیسرعت زاو

خروج از مرکز  یکه مقدار کم دادآمده نشان دستبه جینتا

روتور  کیستالا یسرعت بحرانبه محدوده  ورودتواند از می

  .کند یریجلوگ

به همراه دیسک  روتوردر این مقاله یک نمونه آزمایشگاهی 

گیرد. میو دو یاتاقان در هر دو انتهای آن مورد بررسی قرار 

سیستم به صورت یک مدل تحلیلی جفکات هشت درجه آزادی 

مدلسازی شده و با استفاده از روش لاگرانژ معادلات حاکم بر آن 

های طبیعی، نمودار کمپبل و اولین شود. فرکانسمیاستخراج 

سرعت بحرانی بدست آمده و نتایج با حل المان محدود، تقریبی 

. همچنین پاسخ فرکانسی شودمیریلی و آزمون تجربی مقایسه 

سیستم تحت نابالانسی دیسک رسم شده و تاثیر پارامتر فاصله 

 .شودمینابالانسی و موقعیت قرار دیسک بررسی 

 

 استخراج معادلات -2

  

در این بخش مشخصات فیزیکی و معادلات حاکم بر سیستم با 

تصویر ( 1)شود. در شکل استفاده از روش لاگرانژ استخراج می

آن نشان  مدلسازی واقعی دستگاه آزمون آزمایشگاهی و شماتیک

داده شده است که دارای یک دیسک در مرکز شفت و دو یاتاقان 

𝐸 ،𝐼 ،𝑒 ،𝐼𝑇باشد، میغلتشی در هر دو انتهای آن  ،𝐼𝑃 ،𝑚2، 𝑙1 ،

𝑙2 و 𝑙 ،فاصله نابالانسی،  به ترتیب مدول یانگ، گشتاور دوم سطح

، گشتاور لختی حول 𝑌و  𝑋 گشتاور لختی حول محورهای عرضی 

جرم دیسک، فاصله یاتاقان سمت راست تا مرکز دیسک،  ،𝑍محور 

فاصله مرکز دیسک تا یاتاقان سمت چپ و طول کل شفت 

  .باشندمی

 

 
 الف(

 

 
 ب(

  مدلسازی و ب(سیستم آزمون آزمایشگاهی الف(  1شکل 

 

زاویه شیب صلب فرض شده و شفت انعطاف پذیر و دیسک 

هر یک شود. میگرفته شفت در هر دو یاتاقان برابر صفر در نظر

و جرم  𝑌و  𝑋  در دو جهت میراییاز یاتاقان ها دارای سفتی و 



 1402 اسفندو  بهمن، ششمو دوم، شماره  یال سس  نشریه مهندسی مکانیک                                                                                                     

 

30 
 

 

𝑚3 و 𝑚1 هستند. 𝑥1 ،𝑦1 ،𝑥2 ،𝑦2 ،𝜃𝑥  و𝜃𝑦 ،𝑥3  و𝑦3  به ترتیب

، تغییر شکل دیسک 𝑌و  𝑋تغییر شکل یاتاقان یک در راستای 

 ،𝑌 و 𝑋، زاویه چرخشی دیسک حول محور 𝑌 و 𝑋 در راستای

باشند که بیانگر می 𝑌و  𝑋 تغییر شکل یاتاقان دوم در راستای

دورانی محور  سرعت 𝛺است و  مدل هشت درجه آزادی جفکات

  𝑐𝑦𝑦3و  𝑘𝑥𝑥1،𝑘𝑦𝑦1،𝑐𝑥𝑥1 ،𝑐𝑦𝑦1 ،𝑘𝑥𝑥3 ،𝑘𝑦𝑦3،𝑐𝑥𝑥3. باشدمی

  به ترتیب مقدار سفتی و میرایی یاتاقان ها هستند.

، معادلات سیستم با استفاده از روش لاگرانژبه منظور استخراج 

روابط انرژی کرنشی، انرژی جنبشی و انرژی اتلافی بدست  باید

ها( )سفتی یاتاقان 𝑉1آیند. انرژی کرنشی سیستم شامل دو بخش 

باشد که با استفاده از مقادیر گشتاور می)شفت ارتجاعی(  𝑉2و 

𝑀𝑥𝑧  و𝑀𝑦𝑧  [20]دآیمیست و متناسب با شرایط مرزی بد.  

 

𝑉1 =
1

2
[𝑘𝑥𝑥1𝑥1

2 + 𝑘𝑥𝑥3𝑥3
2 + 𝑘𝑦𝑦1𝑦1

2 + 𝑘𝑦𝑦3𝑦3
2]  (1    )       

 

𝑉2 = ∫
𝑀𝑥𝑧

2+𝑀𝑦𝑧
2

2𝐸𝐼

𝑙

0
𝑑𝑧 . 𝑀𝑥𝑧 = 𝐸𝐼𝑋′′. 𝑀𝑦𝑧 = 𝐸𝐼𝑌′′  (2   )  

 

با استفاده از چهار شرط مرزی   ′′𝑌و   ′′𝑋مقادیرکه در آن 

𝑧 انتقالی و زاویه شیب در دو بازه  = 0: 𝑙1و 𝑧 = 𝑙1: 𝑙  بدست

آمده و از مجموع انرژی کرنشی یاتاقان ها و شفت انعطاف پذیر، 

 آید.میمقدار انرژی کرنشی کل سیستم بدست 
 

𝑉 =
2𝐸𝐼

𝑙1
3 [𝑙1

2𝜃𝑥
2 + 𝑙1

2𝜃𝑦
2 + 3𝑙1𝑥1𝜃𝑦 − 3𝑙1𝑥2𝜃𝑦 −

3𝑙1𝑦1𝜃𝑥 + 3𝑙1𝑦2𝜃𝑥 + 3𝑥1
2 − 6𝑥1𝑥2 + 3𝑥2

2 + 3𝑦1
2 −

6𝑦1𝑦2 + 3𝑦2
2] +

2𝐸𝐼

𝑙2
3 [𝜃𝑥

2𝑙2
2 + 𝜃𝑦

2𝑙2
2 + 3𝑙2𝑥2𝜃𝑦 −

3𝑙2𝑥3𝜃𝑦 − 3𝑙2𝑦2𝜃𝑥 + 3𝑙2𝑦3𝜃𝑥3𝑥2
2 − 6𝑥2𝑥3 + 3𝑥3

2 +

3𝑦2
2 − 6𝑦2𝑦3 + 3𝑦3

2 +
1

2
[𝑘𝑥𝑥1𝑥1

2 + 𝑘𝑥𝑥3𝑥3
2 + 𝑘𝑦𝑦1𝑦1

2 +

𝑘𝑦𝑦3𝑦3
2]                                                               (3)  

 

 آید:همچنین انرژی جنبشی سیستم به صورت زیر بدست می 
 

𝑇 =
1

2
𝑚1(𝑥̇1

2 + 𝑦̇1
2) +

1

2
𝐼𝑇(𝜃̇𝑥

2 + 𝜃̇𝑦
2) +

1

2
𝐼𝑝(𝜔1

2 −

2𝜔1𝜃𝑥𝜃̇𝑦) +
1

2
𝑚2(𝑥̇2

2 + 𝑦̇2
2) + 

1

2
𝑚3(𝑥̇3

2 + 𝑦̇3
2)   (4        )  

 

به ترتیب ممان اینرسی عرضی و قطبی دیسک  𝐼𝑝و  𝐼𝑇که در آن 

 آیند:باشد و از روابط زیر بدست میمی

 

𝐼𝑇 =
1

4
𝑚2𝑅2 (5  )                                                              

𝐼𝑝 =
1

2
𝑚2𝑅2 (6      )                                                          

شود اثرات ژیروسکوپی لحاظ شده اند. ( مشاهده می4در رابطه )

به علت وجود میرایی در یاتاقان ها و جرم نابالانسی، رابطه انرژی 

 شوند:می( به صورت زیر بیان 8( و نیروهای ناپایستار )7اتلافی )

 

𝐷. 𝐹 =
1

2
[𝑐𝑥𝑥1𝑥̇1

2 + 𝑐𝑥𝑥3𝑥̇3
2 + 𝑐𝑦𝑦1𝑦̇1

2 + 𝑐𝑦𝑦3𝑦̇3
2]  (7         )  

𝜕𝑊 = 𝑚2𝑒𝛺2 𝑐𝑜𝑠(𝛺𝑡) 𝜕𝑥2 + 𝑚2𝑒𝛺2 𝑠𝑖𝑛(𝛺𝑡) 𝜕𝑦2  (8     )  

 

به ترتیب سرعت تغییر مکان  𝜃̇𝑦و   𝑥1̇ ،𝑦1̇ ،𝜃̇𝑥که در روابط بالا 

و سرعت دورانی در  𝑌، سرعت تغییر مکان در جهت 𝑋در جهت 

به ترتیب شتاب در جهت  𝜃̈𝑥 و 𝑥̈ ،𝑦̈ ،𝜃̈𝑥 باشد ومی 𝑌 و 𝑋جهت 

𝑋 شتاب در جهت ،𝑌  و شتاب دورانی در جهت𝑋 و 𝑌باشد. می

در ادامه با قرار دادن روابط انرژی کرنشی، جنبشی، اتلافی و 

معادلات حاکم بر سیستم  ،لاگرانژ زیر معادلهنیروهای ناپاستار در 

 آید:میبدست 
 

𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕𝐿

𝜕𝑞̇𝑗
) −

𝜕𝐿

𝜕𝑞𝑗
+

𝜕𝐷

𝜕𝑞̇𝑗
= 𝑄𝑗  ;  𝑗 = 1, 2, …,  (9)            

 

𝐿که در آن  = 𝑇 − 𝑉 ،تابع لاگرانژ 𝑞𝑗  درجات آزادی سیستم

𝑄𝑗و   =
𝜕𝑊

𝜕𝑞𝑗
 پس داریم: باشند.مینیروی غیر پایستار  

 
 

𝑚1𝑥̈1 + 𝑥̇1𝑐𝑥𝑥1 + 𝑥1 (𝑘𝑥𝑥1 +
12𝐸𝐼

𝑙1
3 ) −

12𝐸𝐼

𝑙1
3 𝑥2 +

6𝐸𝐼

𝑙1
2 𝜃𝑦 =

0 (10                                                                                     )  

𝑚1𝑦̈1 + 𝑦̇1𝑐𝑦𝑦1 + 𝑦1 (𝑘𝑦𝑦1 +
12𝐸𝐼

𝑙1
3 ) −

12𝐸𝐼

𝑙1
3 𝑦2 −

6𝐸𝐼

𝑙1
2 𝜃𝑥 =

0 (11                                                                                     )  

𝑚2𝑥̈2 + 𝑥2 (
1

𝑙1
3 +

1

𝑙2
3) 12𝐸𝐼 − 𝑥3

12𝐸𝐼

𝑙2
3 − 𝑥1

12𝐸𝐼

𝑙1
3 + 𝜃𝑦(

1

𝑙2
2 −

1

𝑙1
2)6𝐸𝐼 = 𝑚2𝛺2𝑒𝑐𝑜𝑠(𝛺𝑡) (12                                             )  

𝑚2𝑦̈2 + 𝑦2 (
1

𝑙1
3 +

1

𝑙2
3) 12𝐸𝐼 − 𝑦3

12𝐸𝐼

𝑙2
3 − 𝑦1

12𝐸𝐼

𝑙1
3 + 𝜃𝑥(

1

𝑙2
2 −

1

𝑙1
2)6𝐸𝐼 = 𝑚2𝛺2𝑒𝑠𝑖𝑛(𝛺𝑡) (13           )                                   

𝐼𝑇𝜃̈𝑥 + 𝐼𝑝𝛺𝜃̇𝑦 + 𝜃𝑥 (
1

𝑙1
+

1

𝑙2
) 4𝐸𝐼 − 𝑦1

6𝐸𝐼

𝑙1
2 + 𝑦3

6𝐸𝐼

𝑙2
2 +

𝑦2 (
1

𝑙1
2 −

1

𝑙2
2) 6𝐸𝐼 = 0 (14                                                     )  

𝐼𝑇𝜃̈𝑦 + 𝐼𝑝𝛺𝜃̇𝑥 + 𝜃𝑥 (
1

𝑙1
+

1

𝑙2
) 4𝐸𝐼 + 𝑥1

6𝐸𝐼

𝑙1
2 − 𝑥3

6𝐸𝐼

𝑙2
2 +

𝑥2 (
1

𝑙1
2 −

1

𝑙2
2) 6𝐸𝐼 = 0 (15                                                     )  

𝑚3𝑥̈3 + 𝑥̇3𝑐𝑥𝑥3 + 𝑥3 (𝑘𝑥𝑥3 +
12𝐸𝐼

𝑙2
3 ) −

12𝐸𝐼

𝑙2
3 𝑥2 −

6𝐸𝐼

𝑙2
2 𝜃𝑦 =

0 (16                                                                                     )  

𝑚3𝑦̈3 + 𝑦̇3𝑐𝑦𝑦3 + 𝑦3 (𝑘𝑦𝑦3 +
12𝐸𝐼

𝑙1
3 ) −

12𝐸𝐼

𝑙2
3 𝑦2 +

6𝐸𝐼

𝑙2
2 𝜃𝑥 =

0 (17                                                                                                )  
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 [𝐶]، میرایی[𝐾]، سفتی[𝑀]با جداسازی ماتریس های جرم

معادله (، 17( الی )10، در معادلات )[𝐹]و نیروهای نابالانسی 

𝑥̈[𝑀] شکل ماتریسیکلی سیستم به  + [𝐶]𝑥̇ + [𝐾] = [𝐹] 

 آید.میبدست 

( 18، از معادله )ن فرکانس های طبیعی سیستمبه منظور یافت    

 شود:میاستفاده 
 

det{−Ω2[𝑀] + 𝑖Ω[𝐶] + [𝐾]} = 0 (18                            )  
 

مقادیر پارامترهای مورد استفاده در محاسبه عددی برای 

( 1)در جدولداده های دیسک و پارامترهای هندسی و یاتاقان 

شعاع 𝑅 چگالی،  𝜌جرم دیسک،  𝑚2 آمده است که در آن

فاصله یاتاقان  𝑙2 و  𝑙1مدول یانگ،  𝐸شعاع محور،  𝑟دیسک، 

 𝑘𝑥𝑥تا مرکز دیسک، فاصله یاتاقان چپ تا مرکز دیسک و راست 

 ،𝑐𝑥𝑥  و𝑘𝑦𝑦 و𝑐𝑦𝑦  2و  1های به ترتیب سفتی و میرایی یاتاقان 

  .باشدمیسرعت دورانی سیستم  Y ،𝜔و   Xدر راستای 

ن به منظور ساده سازی مسئله، مقدار سفتی و میرایی یاتاقا

یکسان هستند و دیسک در مرکز شفت  Y و  X  ها در صفحه

قرار گرفته است. پس از جایگذاری مشخصات سیستم و حل 

آیند. میهای طبیعی و نمودار کمپبل بدست معادلات، فرکانس

افزار متلب و حل المان محدود در حل تحلیلی معادلات در نرم

نرم افزار انسیس ورک بنچ انجام شده و نتایج حاصل مقایسه 

المان و  350سازی شده در انسیس دارای دل شبیهشوند. ممی

 .باشدمیگره  16777
 

 مشخصات دستگاه آزمایشگاهی محور دوار 1جدول

 واحد مقدار پارامتر

𝑚2 7850/0 (𝑘𝑔) 

 𝑘𝑔/𝑚3 7850 چگالی

 𝑚𝑚 40 شعاع دیسک

 𝑚𝑚 33/6 شعاع شافت

 𝐺𝑃𝑎  205 مدول یانگ

 𝑚𝑚 310 طول سمت چپ دیسک
طول سمت راست 

 دیسک
310  𝑚𝑚 

𝑘𝑥𝑥1 = 𝑘𝑥𝑥3 5000 𝑘𝑁/𝑚 

𝑘𝑦𝑦1 = 𝑘𝑦𝑦3 5000 𝑘𝑁/𝑚 

𝑐𝑥𝑥1 = 𝑐𝑥𝑥3 500 𝑘. 𝑠/𝑚 

𝑐𝑦𝑦1 = 𝑐𝑦𝑦3 500 𝑘. 𝑠/𝑚 

 𝑟𝑝𝑚   400-0 سرعت دورانی

 
1 Backward 

 تایج حاصل از حل تحلیلی، عددی و آزمون تجربین -3

 

مقادیر فرکانس طبیعی بدست آمده از حل تحلیلی و ( 2)جدول 

سه فرکانس  یدرصد خطا .دهدمیحل المان محدود را نشان 

به درصد  15 کمتر ازبدست آمده از هر دو روش  طبیعی اول

، بیانگر چهار شکل مود اول سیستم (2)است. شکل  دست آمده

دهد. میهای خمش و پیچش شفت را  نشان بوده که حالت

بیانگر اولین سرعت بحرانی بدست آمده از روش های ( 3) جدول

باشد که درصد میتحلیلی، المان محدود و روش تقریبی ریلی 

 درصد است. 15مقدار تجربی کمتر از  نسبت بهآن ها  یخطا

به منظور بررسی نقاط تشدید در نمونه مورد نظر، نمودار   

دور بر دقیقه با  400کمپبل در محدوده سرعت دورانی صفر تا 

 شده است. محل تقاطع رسم (3)در شکلمرتبه تحریک موتور 

های نقاط تشدید و سرعت خط تحریک شیب دار با خطوط افقی،

های رعتکننده سبیان ( 4)جدول دهند. میبحرانی را نشان 

باشد، همچنین قابل ذکر میها  بحرانی و فرکانس متناظر با آن

در سرعت های کمتر از  2و پیشرو 1است که فرکانس های پسرو

دور بر دقیقه بر هم منطبق هستند. یکی از پارامترهای مورد  300

بررسی در سیستم، موقعیت قرارگیری دیسک روی شفت 

های طبیعی و فرکانس تواند رویمیباشد که جابجایی آن می

 𝑙1شکل مودها تاثیر گذار باشد. این پارامتر با تغییرات طول 

)مرکز  310)فاصله مرکز دیسک تا یاتاقان اول( در سه موقعیت 

   است. نشان شده (5)دولمیلیمتر در ج 510و  410شفت(، 

را در  𝑙1نمودار کمپبل مربوط به تغییرات طول ،(4) شکل

، (5)و جدول ( 4)شکل طبق دهد. میسه شکل مود اول نشان 

با افزایش فاصله مرکز دیسک تا یاتاقان اول، فرکانس شکل مود 

و  یابدمیاول افزایش  و فرکانس شکل مود دوم و سوم کاهش 

این  .شودمی تغییرات سرعت های بحرانی و نواحی تشدید باعث 

علت نوع روند افزایشی/کاهشی فرکانس در سه شکل مود اول به 

 باشد.میشکل مود 
 

مقایسه فرکانس های طبیعی سیستم در حل تحلیلی و حل  2جدول

  المان محدود

 فرکانس )هرتز( مود اول مود دوم مود سوم

45/357  45/162  58/20  حل تحلیلی 

7/320  
84/147  37/20  حل المان محدود 

3/10 %  45/9 %  024/1 %  درصد خطا 

2 Forward 



 1402 اسفندو  بهمن، ششمو دوم، شماره  یال سس  نشریه مهندسی مکانیک                                                                                                     

 

32 
 

 

 
 الف( شکل مود اول

 
 ب( شکل مود دوم

 
 ج( شکل مود سوم

 
 د( شکل مود چهارم

 

 مودهای سیستم در چهار فرکانس اول 2شکل

 
 بر حسب هرتز مقایسه اولین سرعت بحرانی سیستم 3جدول

 

درصد 

 خطا

حل 

 تحلیلی

حل المان 

 محدود

حل 

 تقریبی

آزمون 

 تجربی
سرعت 

 بحرانی
15 %  58/20  36/20  6/20  17 

 

 
 

دور بر  400در بازه سرعت دورانی صفر تا  نمودار کمپبل 3شکل

 دقیقه
 

  فرکانس های بحرانی سیستم بر حسب هرتز 4جدول
 

 شکل مود
 سرعت بحرانی 

 )دور بر دقیقه(
فرکانس 

 )هرتز(
 36/20 42/24 اول

 145 35/171 دوم

 4/317 381 سوم

 

 
 

دور بر  400صفر تا  ینمودار کمپبل در بازه سرعت دوران 4شکل
 قهیدق

 
سرعت بررسی اثر موقعیت قرارگیری دیسک روی شفت بر  5جدول

 بر حسب هرتز ستمیس یبحران

 طول سمت چپ

(mm) 
شکل مود 
 اول پسرو

شکل مود 
 دوم پسرو

شکل مود 
 سوم پسرو

310 354/20  41/148  5/317  

410 55/23  37/134  15/248  

510 313/40  113 09/237  

 
 پاسخ فرکانسی سیستم تحت اثر نابالانسی دیسک -4
 

و بررسی سرعت  روتوربه منظور بررسی خصوصیات دینامیکی 

فرکانسی تحت بل، پاسخ  پبحرانی محاسبه شده از نمودارهای کم

. شکل شودمی نابالانسی در محیط هارمونیکی انسیس بررسی

نمودار پاسخ فرکانسی در فواصل مختلف نابالانسی را نشان  (5)

دهد. با افزایش فاصله نابالانسی نسبت به مرکز دیسک، دامنه می

 یابد. میجابجایی در اولین قله تشدید، افزایش 

گیری مرکز دیسک در فواصل قراربیانگر اثر موقعیت  (6)شکل

میلیمتر نسبت به یاتاقان اول با فاصله  510و  410، 310

باشد. با جابجایی دیسک به سمت میمیلیمتر  1/0نابالانسی 

یاتاقان دوم، دامنه جابجایی تشدید افزایش و شیفت فرکانسی 

تغییرات جرم نابالانسی بر پاسخ  (7) شکل شود.میمثبت ایجاد 
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دهد، با افزایش جرم نابالاسی در فاصله میا نشان فرکانسی ر

-ن دامنه جابجایی تشدید افزایش میمیلیمتر میزا 3/0مشخص 

 یابد.
 

 
 بررسی اثر فاصله نابالانسی در پاسخ فرکانسی سیستم 5شکل

 

 
بررسی اثر موقعیت قرارگیری دیسک بر پاسخ فرکانسی   6شکل

 میلیمتر 1/0سیستم در فاصله نابالانسی 
 

 
 ستمیس یدر پاسخ فرکانس ینابالانسجرم اثر  یبررس 7شکل

 

 گیرینتیجه -5
 

در این مقاله، حل تحلیلی، عددی و تجربی یک سیستم 

و نتایج آنها با یکدیگر  مورد بررسی قرار گرفته روتورآزمایشگاهی 

مقایسه شد. حل تحلیلی سیستم مورد نظر به صورت جفکات 

و معادلات حاکم بر آن با هشت درجه آزادی مدل سازی شده 

. نتایج بدست آمده از گردید استفاده از روش لاگرانژ استخراج

حل تحلیلی با نتایح حل المان محدود مقایسه شده و درصد خطا 

درصد  15ز در مقادیر فرکانس های طبیعی اول تا سوم کمتر ا

بینی سرعت های بحرانی، نمودار کمپبل باشد. به منظور پیشمی

دور بر دقیقه رسم گردیده و سه نقطه  400صفر تا در بازه 

احتمالی تشدید تشخیص داده شد. اولین سرعت بحرانی سیستم 

تجربی در هر دو روش حل تحلیلی و عددی در مقایسه با مقدار 

باشد که با توجه به عوامل میدرصد  15آن دارای خطای کمتر از 

. در ادامه دباشمیخارجی و خطاهای آزمایشگاهی موجود، معقول 

و جرم  پاسخ فرکانسی سیستم تحت فواصل نابالانسی مختلف

بدست آمد، که بیانگر آن است که با افزایش نابالانسی مشخص 

فاصله نابالانسی، دامنه جابجایی در اولین قله تشدید بدون تغییر 

فاصله در مقدار فرکانس مربوطه روند افزایشی دارد. همچنین 

باعث افزایش دامنه جابجایی و  دیسک از مرکز شفتبیشتر 

یکی دیگر از نتایج بدست آمده  شود.میفرکانس پیک تشدید 

باشد که با تاثیر جرم نابالانسی بر پاسخ فرکانسی سیستم می

 یابد.افزایش آن دامنه جابجایی تشدید نیز افزایش می
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